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Prefdcio 4 Primeira Tiragem 


A ET 


Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas hé sempre uma pi- 
tada de descoberta na resolucdo de qualquer problema. O problema pode ser modes- 
to, mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades inventivas, quem o 
resolver por seus prdprios meios, experimentaré a tensdo e gozard o triunfo da desco- 
berta. Experineias tais, numa idade susceptivel, poderfo gerar o gosto pelo trabalho 
mental e deixar, por toda a vida, a sua marca na mente e no carter. 


Um professor de Matemética tem, assim, uma grande oportunidade. Se ele 
preenche o tempo que Ihe é concedido a exercitar seus alunos em operagées rotinei- 
ras, aniquila © interesse e tolhe o desenvolvimento intelectual dos estudantes, des- 
perdic¢ando, dessa maneira, a sua oportunidade, Mas se ele desafia a curiosidade dos 
alunos, apresentando-lhes problemas compativeis com os conhecimentos destes e 
auxifiande-os por meio de indagagdes estimulantes, poderd incutir-Ihes o gosto pelo 
raciocinio independente e proporcionar-lhes certos meios para alcancar este objetivo. 


Um estudante cujo curso inclui Matemética tem, também, uma oportunidade 
Gnica, que ficaré evidentemente perdida se ele considerar esta matéria como uma dis- 
ciplina com que precisa obter tantos créditos e a qual deveré esquecer, o mais rapido 
possivel, assim que passar pelas provas finais. A oportunidade pode ser desperdi¢ada 
até mesmo se o estudante tiver algum talento natural para a Matematica, pois ele, co- 
mo todos os outros, precisa descobrir seus talentos e seus gostos: ninguém poderé sa- 
ber se gosta de torta de macd se nunca a houver provado. E possfvel, porém, que che- 
que a perceber que um problema de Matematica pode ser t4o divertido quanto um 
jogo de palavras cruzadas, ou que o intenso trabalho mental pode ser um exercicio 
to agradével quanto uma animada partida de ténis. Tendo experimentado prazer 
no estudo da Matematica, ele ndo a esquecerd facilmente e haver4, entdo, uma boa 
probabilidade de que ela se torne alguma coisa mais: um fobby, um instrumento pro- 
fissional, a propria profissdo ou uma grande ambicao. 


O autor recorda-se do seu tempo de estudante, um aluno um pouco ambicioso, 
4vido por compreender alguma coisa de Matematica e de Fisica, Ele assistia as aulas, 
lia livros, tentava assimitar as resolugdes e os fatos que Ihe eram apresentados, mas ha- 
via uma questdo que o perturbava repetidamente: ‘Sim, a resolucdo parece que fun- 
ciona, que est4 certa, mas como seria possfvel inventar, eu proprio, essas coisas?” 
Hoje o autor ensina Matemética numa universidade. Pensa, ou espera, que alguns dos 
seus alunos mais interessados facam perguntas semethantes e procura satisfazer a cu- 
tiosidade deles. Na tentativa de compreender, nZo sé como se resolve este ou aquele 
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problema, mas também as motivacGes ¢ procedimentos da resolu¢do, e procurando 
explicar a outros essas motivacdes e esses procedimentos, ele foi afinal levado a escre- 
ver o presente livre. © autor tem a esperanca de que este venha a ser util a professo- 
res que desejem desenvolver nos seus alunos a capacidade de resolver problemas e a 
estudantes que realmente queiram desenvolver a sua propria capacidade. 


Muito embora este fivro dedique atencdo especial as necessidades de alunos e 
professores, ele deveré interessar a qualquer um que se preocupe com os meios e as 
maneiras da invengdo e da descoberta. & possivel que este interesse seja mais difun- 
dido do que se presume, sem maior reflexdo. O espaco dedicado pelos jornais e revis- 
tas populares a palavras cruzadas e a outros enigmas parece revelar que as pessoas pas- 
sam aigum tempo resolvendo problemas sem aplicacdo pratica. Por tras do desejo de 
resolver este ou aquele problema que néo resulta em nenhuma vantagem material, po- 
de haver uma curiosidade mais profunda, um desejo de compreender os meios e as 
maneiras, as motivacdes e os procedimentos da resolucdo. 


As paginas seguintes foram escritas de forma um pouco concisa, mas tao sim- 
ples quanto possfvel, e fundamentam-se num tongo e sério estuda dos métodos de 
resolugao. Este tipo de estudo, chamado Heur/stica por alguns autores, nao esta em 
moda nos dias que correm, mas tem um longo passado e, talvez, algum futuro. 


Pelo estudo dos métodos de resolugao de problemas, percebemos um novo 
aspecto da Matematica. Sim, porque ela tem dois aspectos: é a rigorosa ciéncia de 
Euclides, mas & também uma outra coisa. A Matematica, apresentada.da maneira 
euclidiana, revela-se uma ciéncia dedutiva, sistematica, mas a Matematica em desen- 
volvimento apresenta-se como uma ciéncia indutiva, experimental. Ambos os as- 
pectos s3o to antigos quanto a prépria ciéncia. Mas o segundo aspecto é novo sob 
um certo ponto de vista: 2 Matemdtica in statu nascendi, no processo de ser inven- 
tada, jamais foi apresentada exatamente desta maneira aos estudantes, aos profes- 
sores ou ao grande publico. 

A Heuristica tem miltipias conexdes: matemiaticos, ldgicos, psicélogos, edu- 
cadores e¢ até filasofos reivindicam partes deste estudo para os seus dom(nios par- 
ticulares. O autor, bem ciente da possibilidade de critica de certos setores e perfei- 
‘tamente cdnscio de suas limitagdes, tem uma reivindicacdo a fazer: ele tem alguma 
experiéncia na resolucZo de problemas e no ensino da Matematica am diversos nfveis. 


© assunto é tratado pelo autor com maior profundidede num livro mais exten- 
$0 que esté em fase de conclusdo. 


Universidade Stanford, 1 de agosta de 1944 
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Prefdcio 4 Sétima Tiragem 
LEE 


Tenho o prazer de comunicar que consegui agora cumprir, pelo menos em par- 
te, uma promessa feita no prefacio & primeira tiragem: os dois volumes que, sob os. 
titulos fnduction and Analogy in Mathematics e Patterns of Plausible Inference, 
constituem a minha recente obra Mathematics and Plausible Reasoning, continuam 
a linha de racioc{nio iniciada neste fivro. 

Zurich, 30 de agosto de 1954 
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Prefacio 4 Segunda Edicdo 


A presente segunda edicdo é acrescentada, além de pequenas melhorias, uma 
nova quarta parte, sob o titulo “Problemas, Indicagdes, Solugdes”. 


Quando esta edicéo estava sendo preparada para impresséo, apareceu um 
estudo (Educational Testing Service, Princeton, N. J. cf. Time, 18 de junha de 1956) 
que parece ter formutado algumas observagGes muito pertinentes — elas nao consti- 
tuem novidade para as pessoas que sabem das coisas, mas j& era tempo de apresen- 
t&tas ao grande piblico: “... a Matematica tem a duvidosa honra de ser a matéria 
menos apreciada do curso... Os futuros professores passam pelas escolas elementares 
a aprender a detestar a Materndtica... Depois, voltam a escola elementar para ensinar 
uma nova geracdo a detest4-la’”. 


Tenho a esperanca de que a presente edicdo, destinada a uma difusdo mais am- 
pla, convenga alguns de seus leitores de que a Matemética, além de indispensdvel 
aos profissionais da Engenharia ¢ ao conhecimento cientifico, pode ser divertida e 
também descortinar um panorama de atividade mental no mais alto nivel. 


Zurich, 30 de junho de 1956 
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Introducao 
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As consideragSes que seguem giram em torno da lista de indagagGes e suges- 
t6es que, sob o titulo “Como Resolver um Problema”, encontram-se nas duas paginas 
anteriores. Qualquer uma destas quest6es, quando citada no texto, aparecera impres- 
sa em itdfico, A lista por elas constitu(da sera mencionada simplesmente como ‘a tis- 
ta’’ ou “a nossa lista’. 


As paginas seguintes discutirdo 0 objetivo da lista, ilustrardo 0 seu emprego 
pratica com o aux/lio de exemplos e explicaréo os seus fundamentos basicos e as 
respectivas operacGes mentais. A titulo de explicacado prefiminar, pode-se indagar: se, 
utilizando-as adequadamente, apresentar tais questGes a si proprio ajudard a resolver 
9 seu problema; se, utilizando-as adequadamente, dirigir as mesmas questdes a um de 
seus alunos, ajuda-lo-4 a resolver o problema que {he é proposto. 


0 livro esté dividide em quatro partes. 


O titulo da primeira parte & “Em Aula’. Contém vinte secGes, cada uma delas 
designada pelo seu numero em negrito, como, por exemplo, “‘secdo 7". As secdes 1a 
5 explanam, em termos gerais, o “Objetivo” de nossa lista. As secGes 6 a 10 descre- 
vem © que sao as “Divisdes Principais, Questées Principais’’ da fista e discutem um 
primeiro exemplo pratico. As secdes 18, 19 e 20 acrescentam “Outros Exemplos”. 


© titulo da segunda parte, muito curta, é “Como Resolver um Problema”. 
€ apresentada em forma de didlogo, no qual um aluno algo idealizado responde as 
perguntas de um professor, também algo idealizado. 

A terceira parte, a mais extensa, constitui um ‘’Pequeno Dicionario de Heur(s- 
tica". Sera mencionada simplesmente como o “‘Diciondrio”. Compreende sessenta 
® sete artigos, dispostos em ordem alfabética. Por exemplo, o significado da pa- 
lavra HEURISTICA (assim, em versalete) esté exposto num artigo com este titulo, 
encontrado 4 pagina 86. Toda referéncia feita no texto a um dos artigos do Diciona- 
rio estaré impressa em VERSALETE. Certos pardgrafos de alguns artigos sdo mais téc- 
nicos e, por isto, aparecem entre colchetes. Alguns dos artigos estado intimamente Ji- 
gados & primeira parte, 4 qual eles acrescentam alguns exemplos e comentarios mais 
especiticos. Outros artigos vao além do objetivo da primeira parte e explicam os seus 
fundamentos. H4 um artigo-chave sobre HEURISTICA MODERNA, que descreve a co- 
nexgo existente entre os principais attigos ¢ o plano em que se baseia o Dicionério, 
além de conter instrugdes para a procura de informagies relativas a pontos especifi- 
cos da lista. E preciso frisar que hd um plano basico e uma certa unidade no Dicioné- 
tio, porque os seus artigos aparentam uma grande variedade. Ha alguns artigos mais 
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longos dedicados a discussdo sistematica, embora condensada, de alguns temas mais 
gerais. Certos artigos contém comentarios mais espec/ficos e outros tratam de remis- 
sdes, dados histéricos, citagdes, aforismas ou, até mesmo, anedotas. 


O Diciondrio nao deverd ser lido muito depressa, pois o texto est4 muitas ve- 
zee condensado e 6, aqui ¢ ali, um pouco sutil. O leitor podera recorrer ao Diciondrio 
para obter informagdo sobre temas gerais. Se o assunto procurado surgir da expe- 
riéncia com seus préprios problemas ou dos de seus alunos, a feitura teré muito maior 
probabilidade de ser proveitosa. 


A quarta parte é intitulada ‘“Problemas, Indicagdes, Solugdes”. Nela so pro- 
postos alguns problemas ao leitor mais interessado. Cada “problema’’ é seguido (a 
uma distancia apropriada) por uma “‘indicagdo“ que pode revelar o caminho para che- 
gar 20 resultado, que esté explicado na “‘solugao”. 


Mencionamos, repetidamente, o “aluno” ou o “estudante”, eo “professor”, 
ea eles voltamos muitas e muitas vezes. E bom observar que o “estudante” tanto 
poderd ser um aluno de curso secundério ou superior como qualquer pessoa que este- 
ja estudando Matematica, Da mesma maneira, o “professor’’ poderé ser secundério 
ou universitdrio, ou qualquer pessoa interessada na técnica do ensino da Matematica. 
O autor encara a situago umas vezes sob 0 ponto de vista do aluno e outras, do pro- 
fessor (o Ultimo caso € preponderante na primeira parte). No entanto, na malor par- 
te das vezes, 0 ponto de vista é o de alguém que nao 6 nem professor nem aiuno, mas 
deseja resolver o problema que se Ihe apresenta. 
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Parte | 
Em Aula 


OBJETIVO 


+. Aunilio ao estudante. Um dos mais importantes deveres do professor é 0 
de auxiliar os seus alunos, o que nfo é facil, pois exige tempo, pritica, dedicagdo e 
princfpios firmes. 

O estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho independente quan- 
to the for possivel, Mas se ele for deixado sozinho, sem ajuda ou com aux flio insufi- 
ciente, 6 possivel que ndo experimente qualquer progresso. Se o professor ajudar 
demais, nade restara para o aluno fazer. O professor deve auxiliar, nem demais nem 
de menos, mas de tal modo que ao estudante caiba uma parcela razodvel do trabalho. 


Se o aluno nfo for capaz de fazer muita coisa, o mestre deveré deixar-Ihe pelo 
menos alguma ilusdo de trabalho independente. Para Isto, deve auxilia-lo discreta- 
mente, sem dar na vista. 


O melhor é, porém, ajudar o estudante com naturalidade. O professor deve co- 
locar-se no lugar do aluno, perceber o ponto de vista deste, procurar compreender o 
que se passa em sua cabeca e fazer uma pergunta ou indicar um passo que poderia ter 
ocorrido 30 préprio estudante. 


2. Questdes, recomendagées, operagdes mentais. Ao procurar realmente aju- 
dar o aluna, com discricdo e naturalidade, o professor é repetidamnente levado a fazer 
as mesmas perguntas e a indicar os mesmos passos. Assim, em inUmeros problemas, 
temos de indagar: Qua/ é a inedgnita? Podemos variar as palavras e indagar a mesma 
coisa de muitas maneiras diferentes: Do que é que se precisa? O que é que se quer? O 
que é que se deve procurar? A finalidade destas indagacdes é focalizar a atencao do 
aluno na incdgnita. Algumas vezes, obtém-se o mesmo efeito de maneira mais natural, 
com uma sugestZo: Considere a incdégnital A indagagdo e a sugesto visam ao mesmo 
objetivo: ambas tendem a provocar a mesma operacdo mental 


Pareceu ao Autor que valeria a pena coligir e agrupar indagagdes e sugestdes 
tfpicas, dteis para discutir os problemas com os alunos. A tista que aqui estudamos 
contém indagacdes e sugestdes deste tipo, cuidadosamente selecionadas e dispostas. 
Elas sio igualmente iteis aquele que procura resolver problemas por si proprio. Se 
© leitor ficar suficientemente familiarizado com essa lista e conseguir perceber, por 
detrés da sugestdo, a apdo sugerida, ‘ele veré que a lista enumera, indiretamente, 
operacdes mentais tipicas, dteis para a resolucdo de problemas. Estas operacSes estdo 
relacionadas na ordem em que é mais provdvel que ocorram. 


3. Generalidade. E uma importante caracter{stica das indagagdes ¢ suges- 
t6es que constituem a nossa lista. Tomem-se as indagagdes: Qual é a incégnita? Quais 
s80 0s dados? Qual é a condicionante? Elas so de aplicagao geral, podemos fazé-las 
com sucesso ao tratarmos de problemas de qualquer tipo. A sua utilizagdo ndo esté 
restrita a nenhum assunto em particular. O nosso problema pode ser algébrico ou geo- 
“métrico, matemdtico ou nao, um problema cientifico importante ou um mero 
enigma, Nao hé diferenca, as indagagées fazem sentido e podem auxiliar-nos a resal- 
ver o problema. 


H4, de fato, uma restrigZo, mas que nada tem a ver com o assunto da matéria. 
Algumas indagagdes e sugestées da lista so aplicéveis apenas a “problemas de deter- 
minagao” e nao a “problemas de demonstracdo”. Ver PROBLEMAS DE DETERMINA- 
GAO, PROBLEMAS DE DEMONSTRAGAO, 


4, Bom senso, As indagagdes e sugestées da nossa lista sfo genéricas mas, ex- 
eto quanto a sua generalidade, séo naturais, simples, dbvias e se originam do bom 
Senso comum: Tome-se a sugestdo: Considere a incégnita! E procure pensar num pro- 
blema conhecido que tenha a mesma incégnita ou outra samethante. Ela aconselhaa 
fazer aquilo que seria feito de qualquer maneira, sem nenhum conselho, por quem es- 
tivesse realmente interessado no seu problema. Esté com fome? Deseja entdo conse- 
guir comida e pensa em meios conhecides de obté-la, O seu problema é de Geome- 
tria? Deseja entéo tracar um tridngulo ¢ pensa em Processos conhecidos de fazé-lo, 
Tem um problema qualquer? Deseja entéo encontrar uma certa incégnita e pensa em 
maneiras conhecidas de encontrar essa ou outra inodgnita semelhante. Se fizer isto, 
estara sequindo exatamente a sugestdo que citamos em nossa lista. E estaré assim no 
caminho certo, pois a sugestdo 6 boa e indica um procedimento que freqiientemente 
apresenta bons resultados. 


Todas as indagagGes © sugestdes da nossa lista séo naturais, simples, Sbvias, 
apenas 0 bom senso comum, mas elas formulam este bom senso em termos gerals. 
Elas indicam uma certa conduta que se apresenta naturalmente a qualquer um que 
esteja realmente interessado em seu problema e tenha aiguma dose de bom senso. 
Mas aquele que procede de maneira certa geralmente ndo se preocupa em exprimir o 
Seu procedimento em termos claros, ou possivelmente é incapaz de fazé-lo. A nossa 
lista procura assim expressar tal fato. 


5. Professor e aluno. Imitaggo e prética. Hd dois objetivos que o professor 
pode ter em vista ao dirigir a seus alunos uma indagag#o ou uma sugestdo da lista: 
Primeiro, auxilié-lo a resolver o problema que Ihe & apresentado; segundo, desenvol- 
ver no estudante a capacidade de resolver futuros problemas por si préprio. 


A experiéncia mostra que as indagagdes e sugestes da nossa lista, se usadas de 
modo adequado, muito freqdentemente ajudam o estudante. Elas tem em comum 
duas caracter(sticas: bom senso € generalidade. Coma se originam no bom senso co- 
mum, muitas vezes surgem naturalmente. Elas bem Poderiam ter ocorrido ao proprio 
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aluno. Por serem genéricas, auxiliam discretamente: apenas indicam a dirego geral, 
deixando muito para o estudante fazer. 

Mas os dois objetivos mencionados esto intimamente ligados: se o aluno con- 
seguir resolver o problema que the é apresentado, ter acrescentado alguma coisa 4 
sua capacidade de resolver problemas. No devemos, entio, esquecer de que as nossas 
indagagtes so genéricas, aplicéveis a muitos casos. Se a mesma indagagdo for pro- 
veitosamente repetida, dificilmente o estudante deixar4 de noté-la e sera sonia a 
formular, ele proprio, essa indagagao em situacdo semelhante, Pela Fapetinao da in- 
dagacio, padera chegar a Idéia certa. Com tal sucesso, ele descobriré a maneira corre- 
ta de utilizar a indagacdo e assim a ter realmente assimilado. 


O estudante poder4 assimilar téo bem algumas das questGes de nossa lista que 
finalmente sera capaz de apresenté-la a si proprio no momento apropriado e de reali- 
zar, natural e vigorosamente, a operacdo mental correspondente, Quando tal acontece, 
0 estudante extrai o maior proveito possivel da lista. O que poder4 o professor fazer 
para obter este melhor resultado possfvel? 


A resolugdo de problemas é uma habilitagao prética como, digamos, o € a nata- 
do. Adquirimos qualquer habilitacdo por imitag3o e prética. Ao tentarmos nadar, 
imitamos 0 que os outros fazem com as maos e os pés para manterem suas cabecas 
fora déqua e, afinal, aprendemas a nadar pela prética da natacZo. Ao tentarmos re- 
solver problemas, temos de observar e imitar o que fazem outras pessoas quando 
resolvem os seus e, por fim, aprendemos a resolver problemas, resolvendo-os. 


O professor que ceseja desenvolver nos estudantes a capacidade de resolver 
problemas deve incutir em suas mentes algum interesse por problemas e proporcio- 
nar-Ihes muitas oportunidades de imitar e de praticar. Quando o professor tenciona 
desenvolver nos seus alunos as operagdes mentais correspondentes as indagacdes ¢ 
sugestSes da nossa lista, ele as apresenta tantas vezes quanto o puder fazer com natu- 
ralidade, Além disso, quando o professor resolve um problema em aula, deve drama’ 
zar um pouco as suas idéias e fazer a si proprio as mesmas indagacdes que uti 
para ajudar os alunos. Gracas a esta orientacao, o estudante acabaré por descobrir o 
uso correto das indagagSes e sugestdes e, ao fazé-lo, adquirir4 algo mais importante 
do que o simples conhecimento de um fato matemético qualquer. 


DIVISOES PRINCIPAIS, QUESTOES PRINCIPAIS 


6. As quatro fases. Ao procurarmos a solucdo, pademos variar continuamen- 
te © nosso ponto de vista, 3 nossa maneira de encarar o problema. Temos de mudar 
de posig&o de quando em quando. E provavel que a nossa concepedo do problema se- 
ja muito incompleta no princfpio; a nossa perspectiva é outra depois de feito algum 
progresso; ela é ainda mais diferente quando estamos quase a chegar 3 solurdo. 


Para agrupar convenientemente as indagagdes e sugestdes da nossa lista, dis- 
tinguiremos quatro fases de trabalho. Primeiro, temos de compreender o problema, 
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temos de perceber claramente o que é necessdrio. Segundo, temos de ver como os 
diversos itens estado inter-relacionados, como a incdgnita estd ligada aos dados, para 
termos a idéia de resolugSo, para estabelecermos um piano. Terceiro, executamos o 
nosso plano. Quarto, fazemos um retrospecto da resolucio completa, revendo-a ¢ 
discutindo-a. 


. Cada uma destas fases tem a sua importancia. Pade acontecer que a um estu- 
dante ocorra uma excepcional idéia brilhante e, saltando por sobre todas as prepa- 
ragdes, ele chegue impulsivamente a solugSo, Estas idéias felizes sao, evidentemente, 
muito desejdveis, mas alguma coisa muito inconveniente e desastrosa pode resultar se 
© estudante deixar de lado qualquer uma das quatro fases sem dela ter uma perfeita 
nogdo. Acontecer4 o pior se o estudante atirar-se a fazer cdlculos e a tragar figuras 
sem ter Compreendido o problema. E geralmente initil executar detalhes sem perce- 
ber a canexdo principal ou sem ter feito uma espécie de plano. Muitos enganos 
Podem ser evitados se, na execug3o do seu plano, o estudante verificar cada passa. 
Muitos dos methores efeitos podem ficar perdidos se ele deixar de reexaminar e de 
reconsiderar a solugdo completa. 


7, Compreensio do problema, E uma tolice responder a uma Pergunta que 
ndo tenha sido compreendida. E triste trabalhar para um fim que ndo se deseja. Estas 
coisas tolas e tristes fazem-se muitas vezes, mas cabe ao professor evitar que elas ocor- 
ram nas suas aulas. O aluno precisa compreender o problema, mas ndo sé isto: deve 
também desejar resolvé-lo. Se Ihe faltar compreensdo e interesse, isto nem sempre 
sera culpa sua. O problema deve ser bem escolhido, nem muito dificil nem muito fa- 
cil, natural e interessante, e um certo tempo deve ser dedicado 4 sua apresentacdo na- 
tural e interessante. 


Primeiro que tudo, o enunciado verbal do problema precisa ficar bem entendi- 
do. O aluno deve também estar em condigdes de identificar as Partes principais do 
problema, a incdgnita, os dadas, a condicionante. Dai porque, raramente, pode o pro- 
fessor dispensar as indagagdes: Qual é a incdgnita? Quais so as dados? Qual é a con- 
dicionante? 


O estudante deve considerar as partes principais do problema, atenta e repeti- 
damente, sob varios pontos de vista, Se houver uma figura relacionada ao problema, 
devera tragar uma figura e nela indicar a inedgnita e os dadas. Se for necessdrio. de- 
signar estes elementos, deveré adotar uma notagéo adequada, pois, dedicando alguma 
atengo a escolha dos signos apropriados, ser4 obrigado a considerar os elementos pa- 
Fa 05 quais esses signos tém de ser escolhidos. Hé uma outra indagacao que pode ser 
Util neste est4gio preparatério, desde que ndo se espere para ela uma resposta defini- 
tiva e sim uma proviséria, uma suposigdo: & poss/vel satisfazer a condicionante? 


(Na exposicgo da Parte 2, a “Compreensao do Problema” esté subdividida em 
dois estagios: “Familiarizagao” “Aperfeigoamento da compreensio”.) 
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8. Exemplo. Tomemos, para ilustrar alguns pontas tratados acima, o seguinte 
exemple simples: Ca/cular a diagonal de um peralelepipedo reténgulo do qual sio co- 
nhecidos 9 comprimento, a jargura e a altura. 

Para discutir com proveito este problema, os estudantes precisam conhecer o 
teorema de Pitégoras e algumas das suas aplicacdes 4 Geometria Plana, mas basta-lhes 
um conhecimento sistemético muito superficial da Geometria Espacial. O professor 
pode aqui contar com uma pequena familiaridade dos alunos com as relagdes espa- 
ciais. 

O professor pode tornar interessante o problema, concretizando-o. A ee de 
aulas é um paralelepipedo retangulo cujas dimensSes podem ser medidas ou estima- 
das. Os alunos devem calcular, “medir indiretamente”, a diagonal da sala. O professor 
indica o comprimento, a largura e a altura da sala e, com um gesto, mostra a diago- 
nal. Ele anima a figura que tragou no quadro-negro por continuas referéncias & sala. 


O didtogo entre o professor e seus alunos pode principiar da seguinte maneira: 

— Qual 6a incégnita? 

— O comprimento da diagonal de um paralelep{pedo. 

— Quais sio os dados? 

— O comprimento, a largura e 2 altura do paralelepipedo. 

— Adote uma notagéo adequada. Qual a letra que deve denoter a incégnita? 

—x 

— Quais as letras que escotheria para o comprimento, a fargura e a altura? 

—a,bec. 

— Qual éa condicionante que relaciona a,b e ¢ com x? 

— x € 2 diagonal do paralelepipedo no qual a, b e c so, respectivamente, o 
comprimento, a largura e a altura, 


— Trata-se de um problema razodvel? Ou seja, a condicionante é suficiente pa- 
ra determinar a inedgnita? 


— Sim, ele é razoavel. Se conhecermos a, b ec, conheceremos o paralelepipe- 
do, Se o paralelepipede ficar determinada, a sua diagonal também o ficard. 


9. Estabelecimente de um plano. Temos um plano quando conhacemos, pe- 
fo menos de um modo geral, quais as cantas, os célculos ou os desenhos que preci- 
samos executar para obter a incégnita. O caminho que vai desde 2 compreensio do 
problema até o estabelecimento de um plano, pode ser longo e tortuoso. Realmente, 
0 principal feito na resolucao de um problema é a concep¢ao da idéia de um plano. 
Esta idéia pode surgir gradualmente ou, entdo, apds tentativas infrutiferas e um pe- 
riodo de hesitacao, aparecer repentinamente, num lampejo, como uma “‘idéia brithan- 
te”. A melhor coisa que pode um professor fazer por seu aluno é propiciar-Ihe, dis- 


cretamente, uma idéia luminosa. As indagagdes e sugestdes que passamos a discutir 
tendem a provocar tal idéia. 


Para sentir a posigao do estudante, o professor deve pensar na sua propria expe- 
riéncia, nas dificuldades e sucessos que ele mesmo encontrou ao resolver problemas. 


Sabemos, naturalmente, que é dificil ter uma boa idéia se pouco conhecemos 
‘lo assunto e que é impossfvel té-la se dele nada soubermos. As boas idéias so ba- 
seadas na experiéncia passada e em conhecimentos previamente adquiridos. Para uma 
boa idéie, nfo basta a simples recordagdo, mas nfo podemos ter nenhuma idéia boa 
sem relembrar alguns fatos pertinentes. Nao bastam os materiais para a construcdo de 
ma casa, mas no podemos constru/-la sem langar mao dos materiais necessérios. Os ma- 
teriais indispensaveis 4 resolugéo de um problema matematico sao certos itens relevan- 
tes do conhecimento matemético jé adquirido, tais como problemas anteriormente re- 
solvidos e teoremas anteriormente demonstrados. Assim sendo, deve-se muitas vezes 
comecar o trabalho pela indagagao: Conhece um prabiema correlato? 


A dificuldade esté em que, geralmente, hd problemas demais que esto, de uma 
maneira ou de outra, relacionados com o nosso, isto 6, que tem com este algum pon- 
to em comum. Como, entdo, escolher aquele, ou os poucos, que sao realmente Liteis? 
Ha uma sugestéo que vai diretamente a um ponto comum essencial: Considere a 
incégnita! E procure pensar num problema conhecido que tenha a mesma incégnita 
ou outra semelhante. 


Se conseguirmos fembrar de um problema anteriormente resolvido- que soja 
intimamente relacionado com 0 nosso, teremos tido muita sorte, Devemos fazer 
por merecer esta sorte ¢ podemos merecé-la, aproveitando-a, E/s um probleme corre- 
lato jé resotvide. E possivel utitizé-to? 


As indagagdes acima, se forem bem compreendidas e atentamente considera- 
das, muitas vezes contribuem para dar partida 4 correta seqiléncia de idéias, mas nem 
sempre conseguem ajudar, pois ndo podem fazer milagres. Se elas néo funcionarem, 
precisaremes procurar, em torno, algum outro ponto de contato apropriado e exami- 
nar os diversos aspectos de nosso problema. Teremos de vari 
modifies-lo. & possrvel reformular o problema? Alqumas das indagagdes da nossa 
lista indicam meios espectficas de VARIACAO DO PROBLEMA, tais como a GENERALI- 
2ZACAO, a PARTICULARIZAGAO, © recurso @ ANALOGIA, 0 abandono de uma parte da 
condicionante e outros. Os detalhes sdo importantes, mas néo podemos examina-los 
agora. A varia¢io do problema pode levar a um PROBLEMA AUXILIAR adequado: Se 
ndo conseguir resolver 0 problema, procure antes resolver um problema correlato. 


. de transformar, de 


Ao tentarmos aplicar varios problemas ou teoremas conhecidos, cogitando de 
diversas modificagdes e ensaiando problemas auxiliares diferentes, podemos distan- 
ciarmo-nos tanto do nosso problema original que correremos o risco de perdé-lo 
Por completo. Ha, no entanto, uma boa indagagao que pode nos trazer de volta a ele: 
Utilizou todos os dados? Utifizou toda a condicionante? 


10. Exemplo. Voltemos 20 exemplo considerado na sero 8. Quando o dei- 
xamos, os alunos haviam acabado de compreender o problema e de mostrar por ele 
algum interesse. Eles paderiam ter agora algumas idéias préprias, alguma mnlciste: 
Se o professor, tendo observado atentamente, nao notar qualquer sinal dessa inicia- 
tiva, tera de repetir cuidadosamente todo o seu didlogo com os estudantes. Ele deve 
estar preparado para apresentar de novo, com modificagGes, as indagagdes nao res- 
pondidas. Deve também estar Ppreparado para encontrar, muitas vezes, o siléncio des- 
concertante de seus alunos (o qual sera abaixo indicado por reticéncias.....). 


— Conhece um problema correlato? 


— Considere a incégnita’ Conhece um problema que tenha a mesma incégnita 
au outra sernathante? 


— Entio, qual é a incégnita? 


A diagonal de um paralelepipedo. 


Conhece algum problema que tenha a mesma incégnita? 


— Nao. Ainda nfo resolvemos nenhum problema em que entrasse a diagonal de 
um paralelepipedo. 


~ Conhece algum problema que tenha uma ineégnita semethante? 


— Repare, a diagonal é um segmento, um segmento de reta, Nunca resolveu 
um problema cuja incégnita fosse o comprimento de uma linha? 


— Claro que jd resolvemos desses problemas. Por exemplo, calcutar um lado 
de um triangulo retangulo. 


~— Esté certo. Eis um problema correlato jd resolvido. E possivel utilizd-lo? 


— Teve sorte de se lembrar de um problema relacionado ao seu e que j4 resol- 
veu antes, Nao gostaria de utilizd-lo? F possivel introduzir algum elemento auxifiar 
para possibilitar a sua utilizagdo? 


~ Olhe aqui, o problema de que se fembrou refere-se a um tridngulo. Ha algum 
triangulo na sua figura? 


Esperemos que esta ltima indicacdo seja bastante explicita para dar a idéia 
da solucdo, que é a introduedo de um triangulo retangulo (destacado na figura 1}, do 
qual a diagonal pedida 6 a hipotenusa. No entanto, o professor deve estar preparado 
para 0 caso em que até esta indicacdo to explicita soja insuficiente para despertar os 


8 


alunos de seu torpor. Deve ainda preparar-se para usar toda uma gama de indicagdes 
mais ou menos explicitas. 


Figura 1 


— N&o gostaria de ter um triangulo na figura? 
—~ Que tipo de tridnguio gostaria de ter na figura? 


— Nao pode ainda calcular a diagonal, mas j& disse que 6 capaz de caleular o 
lado de um triangulo. Entdo, 0 que fard agora? 


— Poderia calcular a diagonal se ela fosse o lado de um triangulo? 


Quando afinal, com ajuda maior ou menor, os estudantes conseguirem intro- 
duzir 0 elemento auxiliar decisive, que é 0 triangulo retangulo em destaque na 
figura 1, 0 professor deverd estar convicto de que seus alunos vem bastante adiante, 
antes de encorajé-los a passar aos edteulos. 


— Acho que foi uma boa idéia tragar aquele triangulo. Agora tem um tridngu- 
to, mas a inedgnita? 


— A incégnita é a hipotenusa do triéngulo. Podemos catculd-la pelo teorema 
de Pitdgoras, 


— Sim, se forem conhecidos os dois catetos. Mas nao si0? 


— Um cateto é dado, é ¢. O outro, parece que nao é dificil de achar. Sim, o 
outro cateto é a hipotenusa de um outro triangulo retangulo. 


— Muito bem! Agora vejo que jé tem um plano. 


11. Execugdo do plano. Conceber um plano, a idéia da resolugo, nao é f 
Para conseguir isto € preciso, além de conhecimentos anteriores, de bons hdbitos 
mentais ¢ de concentra¢éo no objetivo, mais uma coisa: boa sorte, Executar 0 plano é 
muito mais facil; paciéncie é o de que mais se precisa. 


O plano proporciona apenas um roteiro geral. Precisamos ficar convictos de que 
os detathes inserem-se nesse roteiro e, para isto, temas de examind-los, um apds ou- 
tro, pacientemente, até que tudo fique perfeitamente claro e que nfo reste nenhum 
recanto abscure no qual possa ocultar-se um erro. 


$e o aluno houver realmente concebido um plano, o professor terd entio um 
periodo de relativa tranqiilidade. O maior risco é o de que o estudante esqueca o 
seu plano, © que pode facilmente ocorrer se ele recebeu o plano de fora e o aceitou 
por influéncia do professor. Mas se ele proprio houver preparade o plano, mesmo 
com alguma ajuda, e concebido com satisfagao a idéia final, ndo perdera facilmente 
essa idéia, De qualquer maneira, o professor deve insistir para que 0 aluno verifique 
cada passo. 


Podemos nos convencer “intuitivamente” ou “formalmente” da corragao de 
um passo do nosso raciacinio. Podemos nos concentrar na ponto em questdo até 
que 0 percebamos com tanta clareza e nitidez que ndo reste divida de que o passo & 
correto ou, entio, podemos deduzi-lo de acordo com regras formais. (A diferenga 
entre “intuigéo” e “raciocinio formal” 6, em muitos casos importantes, bastante 
clara, porém podemos deixar a sua discussdo para os filésofos.) 


O principal é que o estudante fique honestamente convicto da corregdo de cada 
passa. Em certos casos, pode o professor realgar a diferenga entre “perceber"’ e “de- 
monstrar”; £ possivel perceber claramente que o passo esté certo? Mas pode também 
demonstrat que 0 passo estd certo? 


12. Exemplo. Retomemos o problema no ponto em que o deixamos, no 
final da seeo 10. O aluno conseguiu, afinal, ter a idéia da resoluggo. Ele percebe o 
triangulo do qual aincégnita x éa hipotenusa e a altura dada c é um dos catetos; o 
outro cateto é a diagonal de uma face. Deve-se, possivelmente, insistir para que o 
estudante adote uma nota¢do apropriada. Ele deve escolher y para denotar o outro 
cateto, que 6 a diagonal da face cujos lados séo a e b. Assim conseguiré perceber com 
maior clareza a idéia da resolucdo, que consiste em introduzir um problema auxiliar 
cuja incégnita seré y. Por fim, calculando um triangulo apds outro, ele poderé chegar 
a (ver figura 1) 
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O professor nao terd motivo de interromper o aluno se este executar correta- 
mente as operagdes, a ndo ser, possivelmente, para alerté-lo de que deverd verificar 
cada passo. Assim, o professor pode argumentar: 


— E possivel perceber claramente que o tridnguio de ladas x, y ec é retanguio? 


O estudante a isto poder responder honestamente “Sim, é”, mas € possivel 
que ele fique muito embaracado se o professor, ndo contente com a conviceio intui- 
tiva do aluno, continuar a inquirir; 


— Pode entao demonstrar que o triangulo é retaéngulo? 


Por isso, 6 melhor que o professor suprima esta indaga¢do até que a turma te- 
nha uma boa base de Geometria Espacial. Mesmo neste caso, hi o risco de que a res- 


posta a uma pergunta incidental se torne a dificuldade principal para a maioria dos 
alunos. 


13. Retraspecto. Até mesmo alunos razoavelmente bons, uma vez chegados & 
solugdo do problema e escrita a demonstragdo, fecham os fivros e Passam a outro 
assunto. Assim fazendo, eles perdem uma fase importante e instrutiva do trabalho da 
resolucdo. Se fizerem um retrospecto da resolucdo completa, reconsiderando e re- 
examinando o resultado final e o caminho que levou até este, eles poderdo consoli- 
dar © seu conhecimento e aperfeigoar a sua capacidade de resolver problemas. Um 
bom professor precisa compreender e transmitir a seus alunos 0 conceito de que pro- 
blema algum fica completamente esgotado. Resta sempre alguma coisa a fazer. Com 
estudo e aprofundamento, podemos melhorar qualquer resolugao e, seja como for, 
€ sempre possivel aperfeigoar a nossa compreensdo da Tesolucdo. 


A esta altura. o estudante cumpriu o seu plano. Ele escreveu a resolugdo, ve- 
rificando cada passo. Assim, tem boas razes para crer que resolveu corretamente o 
Seu problema. Apesar de tudo, é sempre possivel haver erros, especialmente se o 
atgumento for longo e trabalhoso. Dai, a conveniéncia de verificagdes, Em particu- 
lar, se houver algum processo rapido e intuitive ara verificar, quer o resultado, quer 


© argumento, ele ndo deveré ser desprezado. E possivel verificar o resultado? E poss/- 
vel veriticar 0 argumento? 


Para nos convencermos da presenca ou da qualidade de um objeto, desejamos 
Vé-lo € tocé-lo. Assim como preferimos pereeber por meio de dois sentidos, preteri- 
MOS nos convencer por duas demonstragées diferentes: £ possivel chegar ao resulta- 
do por um caminho diferente? E preferivel, naturatmente, um argumento curto e 
intuitive do que ym outro longo e trabalhoso: & possivel percebé-io num relance? 


Um dos primeiros deveres do Professor é ndo dar aos seus alunos a impressSo 
de que os problemas matemdticos tém pouca relacéo uns com 0s outros, de que 
Nenhuma relago tém com qualquer autra coisa, Surge uma oportunidade natural de 
investigar as relagGes de um problema quando fazemos o retrospecto de sua resolu- 
c&o. Os estudantes acharfo realmente interessante o retrospecto se eles houverem fei- 


to um esforco honesto e ficarem conscientes de terem resolvido bem o problema. 
Neste caso, ficardo ansiosos para ver 0 que mais poderde conseguir com aquele esfor- 
¢o @ como poderSo, da préxima vez, fazer tio bem quanto desta. O Brolessor deve 
encorajar os alunos‘a imaginar casos em que eles poderdo outra vez utilizar o Proce: 
dimento usado ou o resultado obtido. £ possivel utilizar o resultado, ou 0 métode, 
em algum outro problema? 

14. Exemplo. Na secdo 12, os estudantes haviam finalmente chegado 3 so- 
lugdo: se as trés arestas de um paralelepipedo ret&ngulo, que se originam num mesmo 


vértice, sdo a, b ec, a diagonal seré 
vat + br + 


E possivel veriticar 0 resultado? O professor ndo pode esperar de um aluno 
inexperiente uma boa resposta a esta indagacdo. Os alunas devem, porém, aprender 
bem cedo que os problemas “‘literais’ apresentam uma grande vantagem solite os 
problemas puramente “numéricos”: se o problema for literal ele se prestard a diversas 
verificagSes, as quais no podem ser aplicadas a um problema numérico. © nosso 
exemplo, embora bem simples, é suficiente para mostrar esta propriedade. ce) ‘profes: 
sor pode apresentar varias indagagSes a que os alunos facilmente responderao com 


“Sim, mas um “Nao” revelard uma séria falha no resultado. 
— Utilizou todos as dados? Todos os dados aperecem na sua formula que ex- 


prime a diagonal? 

— Ocom ento, a largura e a altura desempenham funcées no nosso proble- 
ma; este 6 simétrico em relagdo aa, b ec. A expresséo obtida para a diagonal sera 
simétrica em relac¢So aa, b,c? Ela permanecerd inalterada quando a, b ec forem per- 


mutados entre si? 
: calcular a diagonal de um parale- 


— O nosso problema ¢ da Geometria Espaci e 
lepipedo de dimensdes dadas a, D ec. Ele é andlogo a outro problema da Geometria 
Plana: calcular a diagonal de um retangulo de dimensdes dadas, ae d. O resultado do 
nosso problema “espacial” ser4 andlogo ao resultado do problema “plano”? 

— Se aaltura ¢ decrescer até se anular, o paralelepfpedo transformar-se-a al 
paralelogramo. Se fizer ¢ = O na sua formula, obteré a formula correta para a dia- 
gonal de um paralelogramo retangulo? 

— Se aalturac crescer, a diagonal também crescera. A sua formula mostra isto? 

~ Se todas as trés dimensdes do paralelepipedo crescerem numa determinada 
proporedo, a diagonal também cresceré nessa mesma propor¢ao. Se, na sua formula, 
substituir a,b e¢ por 12a, 12, 12c, respectivamente, a expressdo da diagonal, devi- 

do a essa substituicdo, também deverd ficar multiplicada por 12, Estaré certo isto? 

— Se a,b © © estiverem expressos em metros, a formula forneceré @ diagonal 
também em metros, Mas se mudar todas as medidas para cent{metros, a formula de- 
verd continuar valida. Estar certo isto? 
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(As duas tiltimas questées so essencialmente equivalentes; ver TESTE DIMEN- 
SIONAL.) 


Estas indagapdes produzem diversos efeitos bons. Primeiro, um estudante in- 
teligente n&o poderd deixar de impressionar-se pelo fato de que a férmula passou em 
tantos testes. Eie j4 ficara convicto de estar certa a formula Porque ele a deduzira 
-Cuidadosamente, Mas agora esté ainda mais convencido disso e 0 aumento da confi- 
anca provém de outra origem: deve-se a uma espécie de “prova experimental”, Entao, 
gracas as indagagGes precedentes, os detalhes da férmula adquirem um novo signifi- 
eado e ficam ligados a‘vdrios fatos. A formula tem, portanto, melhor probabilidade 
de ficar lembrada, o conhecimento do estudante consolida-se. Finalmente, as inda- 
gages podem facilmente ser transferidas para problemas semelhantes. Apés alguma 
experiéncia com problemas semelhantes, um estudante inteligente poderé perceber 
as idéias basicas gerais: a utilizagdo dos dados relevantes, a variacdo dos dados, a sime- 
tria, @ analogia. Se ele adquirir o hdbito de dirigir sua atengdo para estes pontos, a 
sua capacidade de resolver problemas poderé definitivamente beneficiar-se. 


E possivel verificar 0 argumento? Em casos dificeis e importantes, pode ser 
necessario verificar de nove o argumento, passo a passo. Geratmente, nfo basta to- 
Mar, para verificagdo, alguns pontos “‘sens(veis”. No nosso caso, pode ser conveniente 
discutir retrospectivamente aquela questo que parecia a menos prépria a discussdo 
quando a solugdo ainda nao havia sido alcangada: 6 possivel demonstrar que o trian- 
gulo cujos lados sdo a, b ec € retangulo? (Ver o final da segdo 12.) 


E posstvel utilizar 0 resultado, ou 0 método, em elgum outro problema? Com 
um pouco de incentivo e apés um ou dois exemplos, os estudantes facilmente encon- 
tram aplicagSes que consistam, essencialmente, em dar alguma interpretacao concre- 
t aos elementos mateméticos abstratos do problema. © prdprio professor deu uma 
interpretagio concreta ao tomar a sala em que dava a aula como o paralelep{pedo 
do problema. Um estudante medfocre bode propor, como aplicacdo, calcular a dia- 
gonal do restaurante em lugar da diagonal da sala de aulas. Se os alunos no apare- 
cerem com observacGes mais imaginosas, o professor Podera apresentar o problema 
de forma ligeiramente diferente, como, por exemplo: “Sendo dados 0 comprimento, 
a largura e a altura de um paralelep{pedo retangulo, calcular a distancia do seu cen- 
tro a. um dos vértices”. 


Os estudantes podem utilizar 0 resuftedo do problema que acabaram de resol- 
ver, se observarem que a distancia pedida é a metade da diagonal recentemente cal- 
culada. Ou entao eles podem utilizar 0 método, introduzindo tridnguios retangulos 
apropriados {esta ultima alternativa é menos dbvia e algo mais desajeitada para o 
caso presente}. 


Depois desta aplicacio, o professor pode discutir a configuracSo das quatro 
diagonais do paralelepipedo e das seis pirdmides das quais as seis diagonais so as 
arestas. Quando a imaginacdo geométrica dos alunos estiver suficientemente avivada, 
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© professor dever4 voltar a sua indagacdo: E possivel utilizar 0 resultado, ou 0 méto- 
do, em algum outro problema? Ha agora maior probabilidade de que os alunos encon- 
tram alguma interpretagdo concreta mais interessante, como, por exempta, a seguinte: 


“No centro da cobertura retangular de um edificio, que tem 21 metros de com- 
primento e 16 metros de largura, Instala-se um mastro de 8 metros de altura. Para 
amarrar o mastro, precisamos de quatro cabos iguais. Estes partem do mesmo ponto, 
2 metros abaixo do topo do mastro, e sdo fixados nos quatro cantos da cobertura 
do edificio. Qual ser4 o comprimento de cada cabo?” 


Os estudantes podem utilizar 0 método do problema que acabaram de resolver 
com detalhes, introduzindo um tridngulo retangulo num plano vertical e um outro 
plano horizontal, ou, se n&o, podem utilizar o resu/tado, imaginando um paralelepi- 
pede retdngulo, do qual a diagonal x é um dos quatro cabos e as arestas sd0 

a = 10,5 b= 8 c= 6. 
Pela aplicacdo direta da férmula, obtém-se x = 14,5. 
Para outros exemplos, ver E POSSIVEL UTILIZAR O RESULTADO? 


15. Abordagens diversas. Voltemos, por um momento, 20 problema consi- 
derado nas seges anteriores 8, 10, 12 ¢ 14. 0 trabalho principal, que consistiu na 
descoberta de um plano, foi descrito na segdo 10. Ele poderia ter seguido uma linha 
de racioc(nio diferente, apresentando as seguintes indagagGes: 


— Conhece algum problema correlato? 


— Conhece um problema andfogo? 

— Como vé, o problema proposto é da Geometria Espacial. Poderia imaginar 
um problema andlogo mais simples da Geometria Plana? 

— Como vé, 0 problema proposto é relative a uma figura no espago & selerese 
@ diagonal de um paralelepfdedo retangulo. Que problema relative a uma figura 
no plano poderia ser analogo? Ele deverd referir-se a — diagonal — de —.um paratelo- 
gramo — 

— Reténgulo. 

Os estudantes, mesmo se forem muite vagarosos e indiferentes, e houverem si- 
do incapazes de até af fazer qualquer supasicao, serdo forgados a conten com pelo 
menos ura minuscula parte da idéia. Além disso, se os alunos forem assim tao lentos, 
© professor nfo deverd tomar o presente problema sem antes ter discutido, para pre 
parar os alunos, o problema andlogo relativo ao paralelogramo. Ai entdo ele poderd 
prosseguir da seguinte maneira: 

— Eis aqui um problema correlato jé antes resolvido. E possivel utilizd-lo? 
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— Deve-se introduzir algum elemento auxiliar para tornar possivel a sua uti- 
lizagdo? 

Por fim, 0 professor pode chegar a sugerir aos alunos a idéia desejada, que con- 
siste em conceber a diagonal de um dado paralelepipedo como a diagonal de um pa 
ralelogramo apropriado, que precisa ser introduzido na figura (como a intersegdo de 
um paralelep{pedo com um plano que passa por duas arastas opostas}. A idéia é es- 
sencialmente a mesma que antes (seco 10}, mas 2 abordagem 6 diferente. Na segdo 
10, 9 contato com o conhecimento de que dispunham os estudantes foi estabelecido 
por intermédio da incégnita: um problema resolvido antes, foi relembrado porque a 
sua incégnita era a mesma do problema propasto. Aqui, é a analogia que proporciona 
a idéia da resolugdo. 


16. O métode de questionar do professor, descrito nas secSes anteriores, 
8, 10, 12, 14, 15 consiste essencialmente nisto: comegar por indagag3o ou sugesto 
genérica da nossa lista e, se necessdrio, descer gradualmente para outras mais espe- 
cificas @ concretas até chegar 4 que provoque a resposta na mente do estudante. 
Se for preciso auxiliar o aluno a aproveitar a sua idéla, deve-se comegar de novo, se 
possivel, por uma indagagdo ou sugestéo genérica da lista e, se necessario, voltar a 
alguma mais especifica e assim por diante. 


Naturalmente, a nossa lista é apenas a primeira do género. Ela parece sufi- 
ciente para a maioria dos casos, mas sem duvida poderd ser aperfeigoada. E impor 
tante, porém, que as sugestdes iniciais sejam simples, naturais e genéricas, e que 
a lista seja curta. 


As sugestGes devem ser simples e naturais, porque do contrario elas ndo 
poderiam ser discretas. 


As sugesties devem ser genéricas, aplicéveis ndo apenas ao problema presente, 
mas também a problemas de todos os tipos, pois s assim elas poderdo desenvolver 
a capacidade do estudante e ngo somente uma técnica especifica. 


A lista deve ser curta, para que as quest6es possam ser frequentemente repeti 
das, sem artificialismo ¢ em condigdes diferentes. Desse modo, é provavel que elas 
sejam finalmente assimiladas pelo estudante e contribuam para o desenvolvimento de 
um fabito mental. 


E necessério descer gradualmente a sugestdes especficas, para que o aluno te- 
nha uma parcels do trabalho tio grande quanto possfvel 


Este método de questionar nao é rigido. E ainda bem, pois, nestes assuntos, 
qualquer procedimento rigido, mecanico, pedante, sera forcosamente prejudicial. 
O nosso método permite uma certa elasticidade e variacdo, admite abordagens 
diversas (segao 15), pode e deve ser apticado de tal maneira que as questdes apre- 
sentadas pelo professor possam ter ocorrido ao prépria aluno. 


Se o professor desejar experimentar, em aula, o método aqui proposto, devera, 
evidentemente, proceder com cautela, Devera estudar culdadosamente o exemplo. 
apresentado na secdo 8 e aqueles que seguem nas segdes 18, 19 e 20. Devera preparar 
cuidadosamente os exempios que pretende discutir, considerando também aborda- 
gens diversas, Deverd, ainda, comegar por algumas tentativas e descobrir gradualmen- 
te como Ihe sera possivel aplicar 0 método, como os estudantes o recebem e quanto 
tempo isso lhe tomara. 


17. Questdes boas e mds. Quando o método de questionar acima formulado é 
bem compreendido, ele ajuda a avaliar, por comparacao, a qualidade de certas suges- 
tOes que podem ser apresentadas na intengdo de auxiliar os estudantes. 

Voltemos a situacdo tal como ela se apresentava no in{cio da segdo 10, quando 
foi feita a indagacdo: Conhece um problema correlato? Em lugar desta, com a melhor 
das intengdes de ajudar os alunos, pode ser que se apresente a questio: E possivel 
aplicar o tearema de Pitdgoras? 

A intengdo pode ser a melhor, mas a questdo & das piores. Precisamos perce- 


ber em que situagdo foi ela apresentada, para em seguida ver por que hé uma longa 
seqiéncia de objegdes contra esta espécie de “‘auxilio’’. 


(1) Se o estudante estiver proximo da soluggo, ele entenderd a sugestdo impli- 
cita na indagagdo; mas se nZo estiver, 6 muito provével que de modo algum perceba 
aonde se quer chegar com a questdo. Assim, esta deixara de auxiliar no exato momen- 
to em que 0 auxilio mais se fizer necessario, 


{2} Se a sugestéo for compreendida, ela revelara todo o segredo, muito pouco 
restando para o estudante fazer. 


(3) A sugestdo é de natureza muito especifica, Mesmo que 0 estudante a apro- 
veite na resolugo do presente problema, nada aprenderd para problemas futuros. A 
questo nao é instrutiva. 

(4) Mesmo que ele compreenda a sugest#o, 0 estudante dificilmente percebera 
como ocorreu ao professor apresentar tal questao. E como poderia ele, o estudante, 
chegar a esta questdo por si proprio? Parece um passe de magica, assirn como tirar um 
coelho de um chapéu. A questdo realmente nada tem de instrutiva, 

Nenhuma destas objecdes pode ser levantada contra o procedimento descrito 
na secdo 10 e, novamente, na seco 15. 


OUTROS EXEMPLOS 


18. Um problema de tragade geométrics, snscrever um quadrado num tridn- 
gulo dado. Dois vértices do quadrado devem situar-se sobre a base do triéngulo eos 
dois outros vértices sobre os dois outros lados do triéngulo, um em cada. 


Qual 6 a ineégnita? 
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Um quadrado. 
~ Quais sdo os dados? 


— Edado um triangulo, nada mais. 


Qual é a condicionante? 


— Os quatro vértices do quadrado devem situar-se sobre o perimetré do trian- 


gulo, dois deles sobre a base e um vétice em cada um das dois outros lados. 
— E possfvel satisfazer a condicionante? 
— Acho que sim. Nao tenho muita certeza. 


— Parece achar que o problema nao é muito facil. Se ndo puder resolver @ pro- 
biema proposto, procure primeira resolver algum problema correlato. E possivel sa- 
tisfazer uma parte da condicionante? 


— Que quer dizer por parte da condicionante? 


— Como vé, a condicionante retere-se a todos os vértices do quadrado. Quan- 
tos vértices tem este? 


— Quatro. 


— Uma parte da condicionante seria relativa a menos de quatro vértices. Man- 
tenha apenas uma parte da condicionante, deixe a outra de jade. Que parte da condi- 
cionante é facil de satistazer? 


~ E facil tragar um quadrado que tenha dois vértices sobre o perimetro — ou 
mesmo trés vértices sobre o perimetro. 


— Trace uma figura! 


GO aluno traga a figura 2. 


Figura 2 


— Manteve uma parte da condicionante e deixou a outra de lado, Até que pon- 
ta ficou a incdgnita assim determinads? 
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— O quadrado nao ficaré determinado se tiver apenas trés vértices sobre o 
perfmetro. 


— Muito bem, Trace uma figurat 


O aluno traga a figura 3. 


Figura 3 


— Como disse, 0 quadrado néo fica determinado pela parte de condicionante 
que foi mantida. Como é que ele pode variar? 


— Trés dos vértices do quadrado esto sobre o perimetro do triangulo, mas o 
quarto nfo esté {4 onde deveria ficar. O seu quadrado, como observou, esté indeter- 
minado, ele pode variar, assim como o seu quarte vértice. Come é que pode variar? 


— Tente experimantalmente, se desejar. Trace outros quadrados com trés vér- 
tices sobre o per(metro, da mesma maneira que tragau os dois quadrades ja na figura. 
Trace quadrados grandes e pequenos. O que parece ser 0 lugar geométrico do quarto 
vértice? Como é que ele pode variar? 


O professor levou o aluno até proximo da idéia da solugao. Se este for capaz de 
Perceber que o lugar geométrico do quarto vértice é uma reta, ele tera chegado a so- 
lugdo. 


19. Um problema de demonstregao. Dois éngulos estdo em planos diferentes, 
mas cada lado de um deles ¢ paralelo ao lado correspondente do outro 6 estd também 
na mesma direc3o. Demonstrar que as dois angalos sao iguais. 

Q que temos @ demonstrar é um teorema fundamental da Geometria Especial. 

O problema pode ser submetido a estudantes que salbam a Geometria Plana e tenham 

conhecimento daquelas poucas nogdes da Geometria Espacial que server de prepara- 

¢G0 para o presente teorema, nos Elementos de Euclides. (O teorema que enunciamos 
V7 
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@ vamos demonstrat constitui a proposi¢éo 10 do Livro XI dos Elementos.} Nao ape- 
nas aquelas indagagdes e sugestGes extrafdas da nossa lista estao impressas em itdlico, 
mas também outras que a elas correspondem, assim como “problemas de demonstra- 
gio” correspondem a “problemas de determinagao”. (Esta correspondéncia é siste- 
maticamente detcrita em PROBLEMAS DE OETERMINACAO, PROBLEMAS DE DE- 
MONSTRACAO, 5e 6.) 

— Qual 6a hipdtese? 


— Dois angulos esto em planos diferentes. Cada lado de um 6 paratelo ao lado 
correspondente do outro e tem também a mesma direcfo. 

— Qual é a conclusio? 

— Os dois angulos sée iguais. 

— Trace uma’ figura, Adote uma notaggo adequaca. 


O aluno traga as linhas da figura 4 e escothe, mais ou menos ajudado pelo pro- 
fessor, as letras que  parecem na figura. 


é 


c 


Figura 4 


— Qual é a hipdtese? Por favor, diga usando a sua notacSo. 


~— A,B,C nao est&o no mesmo plano que A’, 8’,C’ e AB] 
Além disso, A8 tem a mesma direcdo de A’B’e AC a mesma de A‘C’. 
— Qual 6 a conclus0? 


— LBAC = LBAT. 


CAC. 


— Considere a conclusdo\ E procure pensar num teorema que tenha a mesma 
conclusdo au autra semethante. 


— Se dois triangulos forem congruentes, os angulos correspondentes serfio 
iguais, 


— Muito bem! Eis um teorema correlato ¢ j8 antes demonstrado. E possfvel 
utilizd-lo? 


— Parece que sim, mas ainda néo vejo bem como. 
— & preciso introduzir algum elemento auxiliar para tornar possivel a sua 
utifizagdo? 


— Bem, 0 teorema que to bem citou é relativo a triangulos, refere-se a um par 
de triangulos congruentes. Hé algum triangulo na sua figura? 


— No, mas posso tragar alguns. Deixe-me ligar 8 a C e B’a C’. Haverd entdo 
dois trianguios, AABC e AA‘B'C’. 


— Esté certo. Mas para que server esses triangulos? 
~ Para demonstrar a conclusio, LBAC = LB’A’C’ 


Figura 5 


— Bem, se quer demonstrar isto, de que tipo de triangulos precisa? 


~ De tringulos congruentes. Esté claro, posso escolher B, C, 8” ¢ C’ de tal 
maneira que 


AB =AB,AC= ATC. 


— Muito bem! Que deseja agora demonstrar? 


~ Quero demonstrar que os tridngulos so congruentes, que 


AABC = AARC’ 
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Se conseguir demonstrar isto, dal se Seguiré imediatamente a conclusio 
LBAC = LRAT 


— Certo! Tem um novo objetivo, visa a uma nova conclusto. Considere a con- 
cluséal E procure pensar num teorema conhecido que tenhe a mesme conclusdo ou 
outra semethante, 


— Dois triangutos sfo congruentes quando as trés lados de um deles forem res- 
bectivamente iguais aos trés fades do outro. 


— Muito bem. Poderia ter escolhido um pior. Agora, e/s um tearema correlsto 
@ jf antes demonstrado. E possivel utitizé-lo? 

— Poderia utilizé-lo se soubesse que BC = 8°C’ 

— E isso mesmo. Portanto, o que é que procura? 

~ Demonstrar que 8C = aC’ 

~ Procure pensar num teorema conhecido que tenha 3 mesma conclusio ou 
outra semelhante. 


— &, conheco um teorema que termina: “... enti as duas linhas s8o iguais”, 
Mas parece que ele nfo cabe aqui, 

— E preciso introduzir algum elemento auxiliar para tornar possivel a sua uti- 
lizagho? 


— Repare, como poderia demonstrar que BC = 8°C’, quando no hé na figu- 
ra uma relagao entre BC e 8°C’? 


— Utilizou 2 hipdtese? Qua é # hipétese? 

— Admitimos que AB || A’B’ e AC Il AC’. Sim, 6 claro que terai de uti- 
lizar isto. 

~ Utilizou toda a hipdtese? Diz que AB || AB” Isto é tudo que sabe sobre es- 
tas linhas? 

~ Nao. A8 & também igual a AB’, belo tragado. Como também AC e A'C’ 
so iguais, 

— Duas linhas paralelas do mesmo comprimento, E uma configuragio interes- 
sante, A 2 viv antes? 

— Siml E claro! Paralelogramo! Deixe-me liga Aa A, BaBeCac’ 

— A idéia no é assim to m4, Quantos paralelogramos tem agora a sua figura? 


— Dois. Nao, tras. Nao, dois. Quero dizer, hd dois que Passo imediatamente de- 
monstrar que sao paralelogramos, Hé um terceiro que parece ser um paralelogramo e 
espero demonstrar que o 6. Com isso, a demonstragdo estaré concluida. 


Das respostas anteriores, poderiamos ter deduzido que o aluno é& intetigente. 
Depois desta sua Ultima observacdo, néo resta mais duvida. 

Este estudante conseguiu perceber um resultado matemético e distinguir entre 
demonstracdo e supasicao. Sabe também que as supasicdes podem ser mais ou menos 
plausiveis. Na verdade, ela aproveitou alguma coisa das suas aulas de Matemética. 
Ele tem uma certa experiéncia real de resolver problemas e pode conceber e apro- 
veitar uma boa idéia. 


20. Um problems de razio de variagiio. A dgua escoa para um vaso cilindrico 4 
razao +. O vaso tem a forma de um cone circular reto, de base horizontal, com o 
vértice pera baixe; 0 raio da base 6 a e 3 altura do cone 6 b. Determinar a razo 3 
qual o nivel da égua sobe quando a profundidade for y. Em seguida, calcular o valor 
numérico ds incégnite, ssbendo-se que a = 4m, b = 3m, © = 2m por minuto 
ey = fm 


WZ 


Admite-se que os alunos conhecam as mais simples regras de diferenciagdo ea 
nogdo de “raziio de variacio™, 

— Quais sio os dedos? 

— O raio da base do cone a = 4 m; a altura do cone 6 = 3m; arazéoad 
qual a 4gua escorre para o vaso r = 2m? por minuto e a profundidade da 4gua num 
certo momento y = 1m. 

— Certo. O enunciado do problema sugere que provisoriamente, se deve des- 
prezar os valores numéricos; trabalhar com as letras; expressar a incégnita em fungio 
dea, b, rey es no final, depois de chegar 4 expresséo literal da incdgnita, substi- 
tuir as letras pelos valores numéricos. Eu sequiria esta sugestSo. Agora, qual é a in- 
cégnita? , 5 
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— Arazdo a qual a superficie da 4gua sobe quando a profundidade é y. 
— Como? Poderia repetir em outras palavras? 


— A razio de variagdo da profundidade da agua é aurmentada. 


* — Esta certo, a raz3o de variago de y. Mas o que 6 razao de variagGo? Vo/te 
8 detinicées. 


— A derivada 6 a razao de variacao. 


— Correto. Ora, y € uma func&o? Como dissemos, desprezamos o valor numé- 
rico de y. E possfvel imaginar como y varia? 


— Sim, y, a profundidade, aumenta com o decorrer do tempo, 
— Portanto, y é uma fung3o de qué? 
— Do tempot. 


— Muito bem. Adote uma notagda adequada. Como poderia escrever a “razZo 
de variaco de y” em simbolos mateméticos? 


ie 
ra 


— Certo. Assim, esta é a sua incdgnita. E preciso expressdla em funco de 
2,6, rey. A propésito, um destes dados 6 uma razJo. Qual deles? 


— 6a razao 4 qual a 4gua escoa para o vaso. 
— Camo ¢ isso? Pode dizé-fo em outras pelavras? 
— réarazio de variagao do volume de 4gua no vaso. 


— Como? E possivel formulé-io de uma outre maneira? Como representaria 
isso numa note¢do adequada? 


av 
de 
— Oqueé Vv? 


— Ovolume de 4gua no vase no instante t. 


— Muito bem. Agora, tem de expressar = em fungio de a, othe y. Como 
faria isto? 


~— Se néo puder resolver o problema proposto, procure antes resolver algum 
problema correlato. Se nao perceber ainda a relacdo que existe entre a. € as dados, 
dt 


22 


procure introduzir alguma conexéo mais simples que possa servir de intermediéria. 
Camo fazer isto? 


— N&o percebeu que hé outras relagGes? Por exemplo, serdo y e V independen- 
tes uma do outro? 


-- N&o. Quando y cresce, V também cresce. 
~ Portanto, hé uma relacdo, Qual 6? 


— Bem, V é 0 volume de um cone cuja altura é y, Mas nao sei ainda qual 60 
raio da base. 


— N&o obstante, pode tomd-lo em consideragéio. Chame-o de alguma coisa, 
digamos x. 


— Certo, Agora, quanto a x, Independe de y? 


— Nao. Quando a profundidade y da 4gua cresce, 0 raio da superficie livre, x, 
também cresce. 


— Portanto, hd uma relag&o entre eles. Qual 6? 


— E claro, triangulos semelhantes. 
x iyFaib 


— EstS vendo? Mais uma relagdo. Eu ndo gostaria de deixar de aproveité-la. 
Nio se esquega de que procura conhecer a relaclo entre Ve y. 


— Tenho 
x of 
v= nay? . 
30? 


— Muito bem. isto nfo parece um bom elemento auxiliar? Mas néo deve es 
quecer 0 seu objetivo. Qual éa incdgnita? 


— Bem, dy 
dt 


Vv 7 . 
— Precisa encontrar uma relagao entre a oa e as outras grandezas. E j4 aqui 
tem uma entre y, Ve outras quantidades, O que fazer? 
23 
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— Diferenciarl Esté claro! 


Eis tudo af. 


— Otimo. E quanto aos valores numéricos? 


—-Seas 


wvomy wy 
dt 6? at 
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Parte 2 
Como Resolver Um Problema 
— Um Didlogo — 


Familiarizagao 


Por onde comecar? Comece pelo enunciado do problema. 

Que posso fazer? Visualize o problema como um todo, com tanta clareza 6 
nitidez quanto possivel, 

Qual a vantagem em assim proceder? E preciso compreender o problema, 
familiarizar-se com ele, gravar na mente o seu objetivo. A atencdo concedida ao pro- 
blema pode também estimular a meméria e propiciar a recordacéo de pontos relevantes. 


Apoerfeigoamento da Compreensiio 


Por onde comecar? Comece de novo pelo enunciasdo do problema, quando este 
estiver tio claro e tao bem gravado em sua mente que poderé até perdé-lo de vista 
por um momento sem temor de perdé-lo por completo, 

Que posso fazer? \sole as partes principais de seu problema. A hipétese e a 
eonclusio so as partes principais de um “problema de demonstracao"; a incdgnita, 
08 dadas ea condicionante sdo as partes principais de um “problema de determinacio”. 
Verifique as partes principais do seu problema, considere-es umva a uma, em seguida 
examine-es em varias combinacgdes, relacionande cada detalhe com os outros dete- 
thes ¢ cada um destes com a totalidade do problema. 

Qual a vantagem em assim proceder? Deve-se preparar e clarificar os detaihes 
que mais tarde ter%o uma funcdo a desempenher. 


Procura da Idéia Provoitosa 


Por onde comezar? Camece pelo exame das partes principais de seu problema, 
quando estas estiverem nitidamente dispostas @ claramente concebidas, grecas ao seu 
trabalho anterior, e quando a sua memviria estiver receptiva. 

Que posse fazer? Considere o problema sob diversos pontos de vista e procure 
contatos com seus conhecimentos previamente adquiridos. 

Considere 0 seu problemapor diferentes lados. Destaque as diferentes partas,exa- 
mine os diversos detalhes, examine repetidamente os mesmos detelhes, mas de manei- 
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tas diferentes, combine-os diferentemente, aborde-os por diversos lados. Procure per- 
ceber algum significado novo em cada detalhe, alguma nova interpretacdo do conjunto. 


Procure contatos com os seus conhecimentos anteriormente adquiridos. Tente 
pensar naquilo que j4 serviu de auxflio em situagées semelhantes. Tente reconhecer 
aiguma coisa de familiar no que examina e perceber algo de Uti! naquilo que reconhecer. 

Que posso perceber? Uma idéia proveitosa, talvez a idéia decisiva que indique, 
num relance, o caminho para chegar ao fim desejado, 


Como pode uma idéia ser proveitosa? Ela Ihe mostra todo o caminho ou par- 
te dele; ela Ihe sugere, com maior ou menor nitidez, como Prosseguir. As idéias sao 
mais ou menos completas. J4 é uma sorte ter uma idéia qualquer. 


Que posso fazer com uma idéia incompleta? Deve levé-la em corisideragSo. 
Se parecer vantajasa, deve examiné-la mais demoradamente. Se parecer contidvel, deve 
verificar até onde ela o leva a reconsiderar a situagdo. Esta se modificou gragas a sua 
idéia proveitosa. Examine a nova situa¢&o por diversos ledos e procure contatos com 
seus conhecimentos anteriormente adquiridos. 


Qual a vantagem em tornar a fazer isso? € posstvel que tenha sorte e Ihe surja 
uma idéja. Talvez a sua proxima idéia o leve diretamente a resolugdo. Talvez precise 
ainda de mais algumas idéias proveitosas depois da proxima. Algumas delas talvez 0 
levem por outro caminho. NSo obstante, deve ser grato a todes as idéias novas, até as 
mais insignificantes, as nebulosas, as suplementares, que emprestam precisdo as nebu- 
losas ou tentam corrigir as menos felizes. Mesmo que, por algum tempo, ndo Ihe ocor- 
ra qualquer nova idéia apreciavel, deveré ticar agradecido se a sua concepeso do pro- 
blema tornar-se mais completa ou mais coerente, mais homogénea ou mais equilibrada, 


Execugio do Plano 


Por onde comegar? Comece da idéia feliz que 0 ievou a resolucao. Principia 
quando se sentir seguro de que dominou a conexdo Principal e confiante em que 
Pode proporcionar os detalhes menores que faltam. 


Que posso fazer? Assegure o seu dominio. Realize detathadamente todas as 
Operagdes algébricas e geométricas que jd verificou serem vidveis. Verifique a corregdo 
de cada passo, pelo raciocinio formal ou pela intuigdo, ou de ambas as maneiras. Se 
© seu problema é muito complexe, pode distinguir passos “grandes” e “pequenos", 
constituindo-se cada grande passo de diversos pequenas, Verifique primeiro os grandes 
@ passe depois para os pequenos. 


Qual a vantagem em assim proceder? Uma apresentagao da resolugdo, na qual 
cada passo estd correto fora de qualquer divida. 


Retrospecto 


Por onde comegar? Pela resolugdo, completa e correta em todos os seus detalhes. 


Que posso fazer? Considere a resolu¢do por diversas lados e busque contatos 
com seus conhecimentos adquiridos. 


Considere os detalhes da resolucdo e procure tornd-los tao simples quanto pos- 
s{vel; examine as partes mais amplas da resolucdo e procure abrevié-las; tente perce- 
ber toda a resolugdo num relance. Procure modificar vantajosamente as partes maio- 
res e menores da resolugo, methoré-fa toda e inseri-la tio naturalmente quanto for 
poss{vel, nos seus conhecimentos anteriormente adquiridos. Examine o chose que 
© levou & resolucdo, para caracterizé-lo e utilizé-lo em outros problemas. Examine o 
resultado e procure utilizé-lo em outros problemas. 

Qual a vantagem em assim praceder? E possivel que encontre uma outra re- 
solugfo melhor, que descubra fatos novos e interessantes. De qualquer maneira, 
se adquirir 0 habito de verificar e examinar desse modo as suas resolugdes, obteré 
alguns conhecimentos bem ordenados e prontos a serem utilizados e assim desenvol- 
ver a sua capacidade de resolver problemas. 
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Parte 3 
Pequeno Diciondrio de Heuristica 


er SETS 


Analogia 6 uma espécia de samethanca. Objetos semelhantes coincidem uns 
com os outros em aigum aspecto; objetos andélogos coincidem em certas relagdes 
das suas respectivas partes. 


1. Um paralelogramo reténguio ¢ andlogo a um paralelep{pedo retanguic. 
Com efeito, as relagdes entre os lados do paralelogramo so semelhantes as que exis- 
tem entre as faces do paralelep{pedo: 


‘Cada lado do paralelogramo 6 paraielo a apenas um outro lado e é perpendi- 
cular aos demais. 


Cada face do paralelepipedo é paralela a apenas uma outra face e é perpendicu- 
lar as dernais. 


Convenhamos em chamar cada lado um “elemento-timite” do paralelogramo e 
cada face um “elemento-limite” do paralelepipedo. Podemos, entdo, fundir os dois 
enunciados num Gnico, que se aplica igualmente a ambas as figuras geométricas: 


Cada elemento-limite 6 paralelo a apenas um outro elemento-limite e 6 per- 
pendicular aos demais. 


Temos, assim, expressado certas relagdes que sdo comuns aos dois sistemas de 
objetos comparados, tados de um retangulo e faces de um paralelepipedo retangulo. 
A analogia dos dois sistemas consiste nesta identidade de relacdes, 


2. A analogia permeia todo o nosso pensamento, a nossa fala cotidiana e 
as nossas conclusdes triviais, assim como os modos de expresso artistica @ as mais 
elevadas conciusdes cientificas. Ela é empregada nos mais diferentes niveis. E comum 
‘©. uso de analogias vagas, incompletas ou obscuras, porém a analogia pode algar-se a0 
nivel do rigor matematico. Todos os tipos de analogia podem desempenhar uma 
fungo na descoberta da solugo e, por isso, nfo devemos desprezar nenhum deles. 


3. Pademos nos considerar fetizes quando, ao tentarmos resolver um proble- 
ma, conseguimos descobrir um problema andiogo mais simples. Na secio 15, 0 
Nosso problema original era relative 4 diagonal do paralelepipedo retangulo. A con- 
sideragao de um problema mais simples, relative & diagonal do retangulo ievou & 
resolugaéo do problema original. Passemos a discutir um outro caso do mesmo tipo. 
Temos a resolver 0 seguinte problema: 


Determinar o centro de gravidade de um tetraedra homogéneo. 
Sem conhecar o Calculo Integral e com poucos conhecimentos de Fisica, esta 


questio ndo é, de modo algum, fécil e constitufa um sério problema cient{fico nos 
dias de Arquimedes ¢ de Galileu. Assim, se desejarmos resoivé-la com um m(nimo de 
conhecimentos preliminares, deveremos sair a procura de uma questéa andlaga mais 
simples, O problema correspondente no plano ocorre-nos aqui naturalmente: 


. _ Determinar o centro de gravidade de um triangulo hamogéneo. 


Temos agora duas questdes no lugar de uma. Mas é mais fécil responder a 


duas indagagdes do que a uma sé, desde que ambas estejam inteligentemente cor- 
relacionadas. 


4, Deixando de lado, no momento, o nosso problema original, relativo ao 
tetraedro, concentramo-nos no problema mais simples, referente ao triangulo. Para 
resolver este ultimo, temes de saber alguma coisa a respeito de centros de gravidade. 
Onrincipio sequinte é plausfvel e surge naturalmente, 


Se um sistema de massas S & composto de partes, tendo, todas elas, oS seus 
centros de gravidade no mesmo plano, este plano contém também o centro de gra- 
vidade de todo o sistema S. 


Este principio proporciona tudo de que necessitamos no caso do triangulo. 
Primeiro, ele implica em que 0 centro de gravidade fique no plano do tridngulo. Em 
seguida, podemas considerar o plano como compesto de fibras (estreitas faixas, 
Paralelogramos “‘infinitamente estreitos”), paralelas a um determinado lado do trian 
gulo (a lado AB na figura 7). O centro de gravidade de cada fibra (ou de cada para- 
lelogramo) 6, evidentemente, o seu ponto médio e todos esses pontos médios ficam 


sobre a linha que ‘iga o vértice C, aposto ao lado AB, ac meio Mde AB {ver 
figura 7). 


A M B 


Figura? 


Qualquer plano que passe pela mediana CM do triangulo contém os centros 
de gravidade de todas as fibras paralelas que constituem o triangulo. Somos, assim, 


tevados a concluir que o centro de gravidade do triangulo todo est4 na mesma media- 
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na, Como ele tem de estar também nas outres medianas, deverd ser o ponto de inter- 
sepdo comum a todas as trés medianas. 


f conveniente verificar, por consideragdes puramente geométricas, in- 
“dependentes de qualquer suposicZo mecdnica, que as trés medianas se encontram 
num mesme ponto. 

5. Apés 0 case do tridngulo, ado tetraedro torna-se velativameniie facil. Aca- 
amos de resolver um problema anélogo ao problema proposte ¢, com isto, temos 
um modelo a seguir. 

Para a resolugio do problema andlogo, que passamos a utilizar como modelo, 
concebemos 0 trianguio como composto de fibras paralelas a um dos seus lados, 
AB. Ora, podemos conceber o tetraedro ABCD como composto de fibras para- 
lelas a uma das suas arestas, AB. 


Qs pontos médios das fibras que constituem o triangule ficam todos sobre a 
mesma reta, uma mediana do triangulo, que liga o meio M do lado AB ao vértice 
oposto C. Os pontos médios das fibras que constituem 0 tetraedro ficam todos no 
mesmo plano, que ligao meio M da aresta AB 2 aresta oposta CD (ver figura 8}. 
Podemos chamar este plano MCD de urn plano mediano do tetraedro. 


D 


A M 8 
Figura & 


No caso do triangulo, tinhamos trés medianas como MC, cada uma das quais 
tinha de conter o centro de gravidade do triangulo. Portanto, estas trés medianas tém 
de encontrar-se num ponta que 6, precisamente, o centro de gravidade. No ea do 
tetraedro, temos seis planos medianos, como MCD, que ligam os pontos médios de 
alguma aresta a aresta oposta, cada um dos quais tem de conter o centro de gravida- 
de do tetraedro. Portanto, estes seis planos medianos tém de encontrar-se num ponto 
que 6, precisamente, o centro de gravidade. 

6. Temos assim resolvide o problema do centro de gravidade do tetraedro 


homogéneo. Para completar, ¢ conveniente verificar agora, por consideracdes pura- o 


mente geométricas, independentemente de suposices mecdnicas, que os seis men- 
cionados planos medianos passam por um mesmo ponto. 


Quando da resolugao do problema do centro de gravidade do triangulo homo- 
géneo, achamos conveniente verificar, para completar, que as trés medianas do tridn- 
gulo passavam pelo mesmo ponto. Este problema é andlogo ao outro, porém eviden- 
temente mais simples. 


Pademos de nove utilizar, para resolver o problema relativo a0 tetraedro, o 
problema anélogo mais simples referente ao triingulo (que podemos aqui supor jé 
resolvido). Com efeito, considerem-se os trés planos medianos, que passam pelas 
trés arestas DA, DB, DC e que se originam no vértice D. Todos eles passam também 
pelo ponte médio da aresta oposta (o plano mediano passa por DC passam também 
por M, ver figura 8). Ora, estes trés planos medianos intercaptam o A ABC nas 
trés_medianas deste tridngulo, Estas wés passam pelo mesmo ponto {isto re- 
sulta do problema andlogo mais simples) e este ponto, assim como D, é comum 
aos trés planos medianos. A reta que liga os dois pontos é comum a todos os trés 
planos medianos, 


Demonstramos que estes trés, dentre os seis, planos medianos que passam peto 
vértice D tém uma reta comum. © mesmo deve ser verdade para os trés planos me- 
dianos que passam por A, e também para os trés que passam por 8 e para os 
trés que passam por C. Relacionando convenientemente estes fatos, podemos de- 
Monstrar que os seis planos medianos tém um ponte em comum. {Os trés planos 
Que passam pelos lados do A ASC determinam um ponto comum e trés tinhas que 
se encontram num ponto comum. Ora, pelo que acabamos de demonstrar, por 
cada linha de intersegao deve passar mais um plano mediano), 


7, Tanto no item 5 como no 6, utilizamos um problema andlogo mais sim- 
ples, relativo ao triangulo, para resolver o problema referente ao tetraedro. No entan- 
10, os dois casos diferem num aspecto importante. No item 5, utilizamos o método 
do problema anélogo mais simples, cuja resolugdo seguimos passo a passo. No item 6, 
utilizamos 0 resultado do problema andlogo, sem nos preocuparmos como tal 
resultado foi obtido. Algumas vezes é possfvel utilizar ambos, 0 métoda e 0 resulta- 
do do problema andlogo mais simples. Até mesmo o exemplo precedente mostrara 
isso se tomarmos as consideracdes dos itens 5 e 6 como sendo partes diferentes da 
resolugdo de um mesmo problema. 


© nosso exemplo é tipico. Ao resolvermos um problema Proposto, podemos 
muitas vezes utilizar a resoluggdo de um probiema anélogo mais simples: pode nos 
ser poss{vel utilizar o seu método, o seu resultado ou ambos. Naturalmente, em casos 
mais dificeis, podem surgir complicagées que n3o foram ainda mostradas no nosso 
exemplo. Em particular, pode ocorrer que a resolugo do problema andlogo ndo pos- 
sa ser imediatamente utilizada ao nosso problema original, Neste caso, pode valer a 
pena reconsiderar a resolucao, varié-la e modificé-la até que, depois de serem tentadas 


diversas formas de resolugdo, encontremos finalmente uma, suscetivel de aplicagao 
ao nosso problema original. 

8. _E desejavel prever o resultado ou, pelo menos, alguns aspectos do resulta- 
do, com um certo grau de piausibilidade. Essas previsGes plausiveis sd0, muitas vezes, 
baseadas na analogia. 

Assim, podemps saber que o centro de gravidade de um triangulo coincide com 
0 centro de gravidade dos seus trés vértices {isto 6, de trés pontos materiais de massas 
iguais, situados nos trés vértices do triangulo). Sabendo disto, podemos conjecturar 
que © centro de gravidade do tetraedro coincide com o centro de gravidade dos seus 
quatro vértices. 

Esta conjectura constitui uma “inferéncia por analogia”. Sabendo que o trian- 
gulo e o tetraedro assemelham-se em muitos aspectos, conjecturamos que eles se asse- 
meiham em mais um aspecto. Seria tolice considerar a plausibilidade de tais con- 
Jecturas como certeza, mas tolice igual, ou até maior, seria desprezar conjecturas tio 
plausiveis. 

A inferéncia por analogia parece ser 0 tipo mais comum de coriclusio e é 0 es- 
sencial. Proporciona conjecturas mais ou menos plausfveis que podem ou ndo ser 
confirmadas pela experiéncia ¢ pelo raciocinio mais rigoroso. Um historiador, ao es- 
tucar a influéncia das mais famosas personalidades do passado sobre a nossa civiliza- 
cdo, chega a conclusées por analogia. Mas isto também o fez uma crianca que, a0 
ouvir mencionado um personagem histérico, perguntou: 

— Quem é Napolego? 

— Foi um grande general. 

— De que tamamnho ele era? 

9. Uma concluséo analégica extrafda de muitos casos paralelos é mais forte 
do que uma outra proveniente de casos menos numeroses. Nao obstante, a qualida- 


de 6 aqui mais importante do que a quantidade. Analogias evidentes pesam mais do 
que vagas similitudes, exemplos sistematicamente dispostos tém maior valor do que 
colegdes aleatérias de casos, 

No item 8, apresentamos uma conjectura sobre o centro de gravidade do te- 
traedro. Essa conjectura apoiava-se na analogia, pois o caso do tetraedro é andlogo a0 
do triangulo. Podemos refored-la pelo exame de mais um caso andtogo, aquele de uma 
barra homogénea {isto 6, de um segmento de reta de densidade uniforme). 


A analogia entre 


tetraedro 


segmento triangulo 


apresenta muitos aspectos. Um segmento situa-se numa reta, um triangulo num plano 
@ um tetraedro no espago. Os segmentos de reta su as mais simples figuras unidi- 
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mencionais limitadas, os triangulas os mais simples pol(gonos e os tetraedros os mais 
simples poliedros. 

O segmento tem 2 elementos-limite adimensionais {dois pantos extremos) e o 
seu interior é unidimensional. 


O triangulo tem 3 elementos-limite adimensionais ¢ 3 unidimensionais (3 vér- 
ticds e 3 lados) e o seu interior 6 bidimensianal. 


O tetraedro tem 4 elementos-limite adimensionais, 6 unidimensionais e 4 bidi- 
mensionais (4 vértices, 6 arestas e 4 faces} e o seu interior é tridimensional. 

Estes nuimeros podem ser dispostos numa tabela. As colunas sucessivas contém 
as nimeros de elementos a_, uni_, bi_ e tridimensionais, as linhas sucessivas, os 
numeros para o segmento, o triangulo e o tetraedro: 


201 
3 3°41 
4 6 4 1 


Basta um pouco de familiarizaco com as poténcias do bindmio para reconhecer nes- 
ta tabela uma se¢do do triangulo de Pascal. Encontramos uma notével regularidade no 
Segmento, no tridngulo e no tetraedro. 


10. Se tivermos verificado que os objetivos que comparamos sao intimamente 
relacionados, as “‘inferéncias por analogia”, como as que seguem, poderao ter para 
nos um certo valor. 


O centro de gravidade de uma barra homogénea coincide com 0 centro de gra- 
vidade dos seus 2 pontos extremos, o centro de gravidede de um trianguio homogé- 
neo coincide com o centro de gravidade dos seus 3 vértices. Néo seria de suspeltar 
que 0 centro de gravidade do tetraedro homogéneo coincidisse com o centro de gra- 
vidade dos seus 4 vértices? 


Repetindo, o centro de gravidade de uma barra homogénea divide a distancia 
entre os seus pontos extremos na proporeso 1 : 1. O centro de gravidade de um tri- 
Angulo divide a distancia entre qualquer vértice @ o ponto médio do lado oposto na 
proporcdo de 2 : 1, Ndo seria de suspeitar que o centro de um tetraedro homogéneo 
dividisse 3 distancia entre qualquer vértice & o centro de gravidade da face oposta na 
proporgdo de 3; 17 

Parece extremamente improvavel que as conjecturas sugeridas por estas ques- 
tées sejam ercéneas, que uma regularidade tao bela saja destrufda. O sentimento de 
que a ordem harmoniosa simples ndo pode ser iluséria orienta 0 descobridor, tanto na 
Matematica como nas outras ciéncias, e esté expresso no pravérbio latino: simplex 
sigilturn veri (a simplicidade é 0 segredo da verdade}. 


[© que se ver de expor sugere umaextensio para n dimensées. Parece imprové- 
vel que o que é verdadeiro para as tras primeiras dimensdes, para n = 1, 2, 3, 


cesse de o ser para valores maiores de n. Esta conjectura é uma “inferéncia por in- 
duce” e mostra que a induc3o baseia-se naturalmente na analogia, VeriNDUCAO E 
INDUCAO MATEMNATICA. } 


[11. Concluiremos o presente artigo com algumas breves consideragées sobre 
os mais importantes casos em que a analogia atinge o rigor das idéias mateméticas. 


Ul) Dais sistemas de elementos matematicos, sejam eles S e S’, estdo ligados 
de tal maneira que as relacdes entre os elementos de S s4o regidas pelas mesmas leis 
que regem as relacdes entre os elementos de S’. 


Este tipo de analogia entre S eS’ é exemplificade por aquilo que acabamos de ex- 
por no item 1, sejam S os lados do retangulo e S” as faces do paratelepfpedo retangulo. 


(Il) H& uma correspondéncia unfvoca entre os elementos dos dois sistemas 
S e S’, conservando certas relagdes. isto 6, se uma relacdo existir entre os elementos 
de um dos sistemas, a mesma relagdo existira entre os elementos do outro sisterna. 
Uma tal liga¢3o entre dois sistemas 6 um tipo muito rigoroso de analogia e se chama 
isomorfismo (ou isomorfismo holoédrico}. 


(1)H4 uma correspondéncia plurfvoca entre os objetos dos dois sistemas 
S eS, conservando certas relagdes. Uma tat ligacdo (que é importante em muitos 
ramos da Matematica avancada, especialmente na Teoria dos Grupos, e nao precisa 
ser aqui discutida em detalhe) chama-se isomorfismo meroédrico (ou homomorfismo, 
se berm que homoiomorfismo fosse talvez um termo melhor). O isomorfismo meraé- 
drico pode ser também considerado um tipo muito rigorasa de analogia.] 


Bolzano, Bernard (1781-1844), légico e matematico, dedicou grande parte 
de sua vasta obra sobre Logica, Wissenschafts/ehre, a questéo da Heuristica (vol. 3, 
pags. 293-295). Assim escreveu ele: “Nao me julgo, de maneira alguma, capaz de 
apresentar aqui qualquer processo de investigagdo que ndo tenha sido jé hd muito 
tempo percebido por todos os homens de talento e de forma aiguma prometo que 0 
laitor encontraré aqui qualquer completa novidade neste assunto. Farei, no entanto, 
todo o possivel para formular, em Jinguagem clara, as regras ¢ os meios de investige- 
So que so observados por todos os homens capazes, os quais, na maloria das vezes, 
nag tém sequer consciéncia de as estarem seguindo. Embora nfo mantenha a ilusdo 
de conseguir plenamente nem mesmo isso, ainda tenho a esperanga de que © pouco 
aqui apresentado possa agradar a alguém e encontrar mais tarde alguma aplicacdo”. 


Condicionante é uma das partes principais de um “problema de determinacao”’. 
Ver PROBLEMAS DE DETERMINACAO, PROBLEMAS DE DEMONSTRACAO, 3. Ver tam- 
bém TERMOS, ANTIGOS E NOVOS, 2. 

Uma condicionante ¢ chamada redundente quando contém partes supérfluas. 
£ dita contraditéria quando as suas partes s3o reciprocemente opostas e incompati- 
veis, de tal maneira que ela nao possa ser satisfelta. 
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Assim, se uma condicionante for expressa por um numero de equagies tineares 
maior que o de incdgnitas, ela sera redundante ou contraditoria. Se for expressa por 
equagdes em namero menor que o de incégnitas, ela serd insuficiente para determinar 
as incégnitas. Se ¢ condicionante for expressa pelo mesmo niimero de equacdes e de 
incdgnitas, ela ser4, em geral, exatamente suficiente, mas poder4 também ser, em ca- 
sos excepcionais, contraditéria ou insuficiente. 


Conhece um problema carrelato? E diffcil imaginar um problema absoluta- 
Mente novo, sem qualquer semethanca ou relacZo com qualquer outro que j4 haja si- 
do resolvido; se um tal problema pudesse existir, ele seria insoitivel, De fato, ao re- 
solver um problema, sempre aproveitamos algum problema anteriormente resolvido, 
usando © seu resultado, ou o seu método, ou a experiéncia adquirida ao resolvé-to. 
Além do que, naturalmente, o problema de que nos aproveitamos deve ser, de alguma 
maneira, relacionadg com o nosso problema atual. Dal a Pergunta: Conhece um 
problema correlato? 


Ndo ha, de modo geral, nenhuma dificuldade em lembrar de um problema 
que jé foi resolvido e que seja mais ou menos relacionado com o que se apresanta. 
Pelo contrario, & possfvel que encontremos um excesso de tais problemas e que a 
dificuldade esteja em escolher um que nos seja util. Temos de Procurar problemas 
intimamente correlatos; CONSIDERE A INCOGNITA ou procure um outro problema 
que jé haja sido resolvido e que esteja relacionado ao problema que se apresenta 
Por GENERALIZAGAQ, PARTIGULARIZACAG OU ANALOGIA. 


A indaga¢do aqui tratada visa 4 mobilizag3o do conhecimento anteriormente 
adquirido (PROGRESSO E CONSECUGAO, 1).Uma parte de nosso conhecimento 
mateméatico esté guardado sob a forma de teoremas demonstrados anteriormente. 
Dai a pergunta: Conhece um tearema que possa ser util? Esta indagae4o pode ser par- 
ticularmente apropriada quando se trata de um “problema de demonstragao", isto 
&, quando temos a demonstrar, ou a refutar, um teorema. 


Considare @ incSgnita, Este 6 um velho conselho. Corresponde ao ditado la- 
tino respice finem, isto é, olhe para o fim. Lembre-se do seu objetivo. Nao esqueca 
a sua meta. Pense naquilo que deseja obter. N&o perca de vista o que é necessério. 
Tenha em mente aquilo para que est a trabalhar. Considere a incdégnita. Considere a 
concluséo. Estas duas tltimas versdes do respice finem estao especificamente adapta- 
das aos problemas matematicos, a “problemas de determinagéo” e a “problemas de 
demonstracdo", respectivamente. 


Ao focalizar a atengdo e concentrar a vontede no nosso objetivo, pensamos em 
meios e maneiras de alcangé-lo. Quais so os meios para este fim? Como podemos 
chegar a ele? Como podemos obter um resultado deste tipo? Que causas poderiam 
Produzir este resultado? Onde j4 viu aparecer um tal problema? O que geralmente se 
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faz para obter este resultado? F procure pensar num problema conhecido que tenha 
@ mesma incégnita ou outra semethante. E procure pensar num teorema conhecido 
que tenha a mesma concluséo ou outra semefhante. Aqui também as duas ultimas ver- 
sées esto especificamente adaptadas aos problemas mateméticos, a “problemas de 
determinago” e a “problemas de demonstragéo”. 


1. Vamos tratar agora de problemas matematicos, “problemas de determina- 
cdo”, e da sugesta: Procure pensar num problema conhecida que tenha a mesma 
incégnita ou outra semelhante. Comparemos esta sugest@o com aquela outra implica- 
da na indaga¢ao: Conhece um problema correlato? 


Esta ditima é mais genérica do que @ primeira, Se um problema pode ser rela- 
cionado a um outro, é porque os dois tém alguma coisa em comum. Eles podem 
envolver alguns elementos ou nogdes comuns, ou ter em comum alguns dados ou 
alguma parte da condicionante e assim por diante. A nossa primeira sugestao insiste 
num ponto comum particular: os dois problemas devem ter a mesma incdgnita. Isto 
6, a incdgnita deve ser a mesma em ambos os casos, por exemplo, o comprimento de 
uma linha reta. 


Em comparagiio com a pergunta genérica, ha uma certa economia na sugestio 
especifica. 


Primeiro, podemos poupar algum esfargo na representacdo do problema, pois 
nao precisamos, de imediato, considerar o problema inteiro, mas somente a incdgni- 
ta. O problema assim nos aparece, esquematicamente: 


“Dados......-...-- calcular o comprimente da linha.” 


Segundo, hd uma certa economia de escolha. Muit(ssimos problemas podem es- 
tar relacionados com o problema proposto, por terem um ou outro ponto em co- 
mum com ele, Mas, 20 considerarmos a incdgnita, restringimos a nossa escolha, pois 
somente levamos em conta aqueles problemas que tém a mesma incégnita. Além dis- 
so, dentre os problemas que tém a mesma incégnita, consideramos primeiro aqueles 
mais elementares € que nos sdo familiares. 


2. O problema se nos apresenta sob a farma: 
“Dados .........4 calcular o comprimento da linha.” 


Os problemas deste tipo mais simples e mais conhecidos sao relatives a tridn- 
qulos: dadas trés partes constituintes de um triéngulo, calcutar o comprimento de um 
lado. Ao nos lembrarmos disto, encontramos algo de possivel relevancia: Eis um pro- 
blema correlato que jé foi antes resolvido. E possivel utilizé-lo? E possivel utilizer 
seu resultado? Para utilizar resultados, conhecidos relatives a triéngulos, precisamos 
ter um deles. Ha algum triangulo? Ou devemos introduzir um, para tirar proveito 
desses resultados conhecidos? Deve-se jntroduzir algum elemento auxiliar para 
possibilitar sua utilizagdo? 
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Hé diversos probiemas simples cuja incognita ¢ o lado de um tridngulo. (Eles 
diferem pelos dados; podem ser dados dois angulos e um lado ou dois lados e um 
Angulo, podendo a posicdo do angulo com referéncia aos lados dados ser diferente. 
Em particular, todos estes problemas se tarnam ainda mais simples no caso dos trian- 
gulos retangulos). Com a atencdo concentrada no problema que defrontamos, pode- 
mos ‘tentar descobrir que tipo de triangulo devemos introduzir, que problema ja 
antes resolvido (e que tenhaa mesma incégnita do nosso problema} & poss{vel adaptar 
convenientemente aos nossos fins. 


Uma vez introduzido um triangulo auxiliar adequado, pode acontecer que ain- 
da nao conhecamos trés das partes constitutivas do mesmo. Isto ndo , porém, abso- 
lutamente indispensdvel: se prevemos que as partes faltantes podem, de alguma ma- 
neira, ser obtidas, teremos feito um progresso essencial, pois dispomos entdo de um 
plano. 


3. © procedimento descrito nos itens 2 e 3 esta exempliticado na secao 10, 
embora a ilustracdo tenha ficado algo obscurecida pela lentiddo cos alunos. Nao é de 
modo algum dificil acrescentar outros exemplos semelhantes. De fato, a resolucdo 
de quase todos os “problemas de determinagdo” que geralmente sio apresentados 
as turmas menos adiantadas poderiam comegar pela utilizagZo apropriada da suges- 
tio: Procure pensar num problema conhecido que tenha a mesma incégnita ou outra 
semelhante, 


Devemos encarar tais problemas esquemeticamente e considerar, em primeiro 
lugar, a incégnita: 


(1) Dados . . . aleular o comprimento da linha. 
(2) Dados ............0..004 calcuiar o angulo. 


(3) Dados ................04 calcular o volume do tetraedro. 
(4} Dados . . . .determinar o ponto. 


Se tivermos alguma experiéncia no trato de problemas matematicos elementa- 
Tes, lembramos prontamente algum problema simples e conhecido ou, entdo, proble- 
mas que tenham a mesma incognita. Se o problema proposto no for um daqueles 
simples problemas conhecidos, tentaremos naturalmente utilizar aquila que nos for 
conhecido e aproveitar o resultado daqueles problemas simples. Tentaremos intro- 
duzir alguma coisa bem conhecida no problema e, assim fazendo, comecaremas bem. 


Em cada um dos quatro casos acima mencionados hd um plano obvio, uma su- 
posic¢do plausivel para a futura linha de acdo. 


(1) A solugdo deverd ser determinada como um lado de um triangulo. S6 faltaré 
introduzir um triangulo apropriado, com trés partes constitutivas conhecidas, ou fé- 
cais de determinar. 


(2) A solueio deverd ser determinada como um Angulo de um triéngulo. $6 
faltaré introduzir um tridngulo apropriado. 


(3) A solucdo poderd ser determinada se forem conhecidas a drea da base e 
aaltura. S6 faltard calcular a 4rea do lado e a respectiva altura. 

(4) A solugdo dever’ ser determinada como o ponto de interse¢do de dois 
lugares geométricos, cada um dos quais é um efreulo ou uma reta. S6 faltard desen- 
tranhar esses lugares geométricos da condicionante imposta. 


Em todos esses casos, 0 plano fica sugeride por um problema simples que tem 
a mesma incégnita e pelo desejo de utilizar o seu resultado ou o seu método. Pode- 
mos, naturalmente, encontrar dificuldades na execu¢3o de um tal plano, mas temos 
uma idéia de como comegar, o que j4 é uma grande vantagern. 


4, Vantagem dessa natureza ndo havera se no houver um problema, Ja ante- 
riormente resolvido, que tenha a mesma incégnita do problema proposta. Em casos 
tais, torna-se muito mais dif(cil enfrentar este problema. 


“Calcular a area da superficie de uma esfera de raio dado.” Este problema foi 
resolvido por Arquimedes. Dificilmente seré encontrado um problema mais simples 
com a mesma incégnita e certamente nao havia um que Arquimedes pudesse ter uti- 
lizado. Ne realidade, a soluco de Arquimedes pode ser considerada um dos mais 
notaveis feitos mateméticos. 


“Calcular a érea da superficie da esfera inscrita num tetraedro cujas seis ares- 
tas sdo dadas.” Se conhecermos a solugdo de Arquimedes nfo precisaremos do seu gé- 
nio para resolver este problema: bastard exprimir o raio da esfera inscrita em funcdo 
das seis arestas do tetraedro. {sto pode ndo ser exatamente facil, mas a dificuldade 
ndo se compara com aquela do problema de Arquimedes. 


A diferenga entre um problema facil e outro diffeil pode estar em conhecer-se 
ou ndo um outro problema jé anteriormente resolvido, que tenha a mesma incdgnita, 


§. Quando Arquimedes encontrou a area da superficie da esfera, ele ndo co- 
nhecia, como j4 mencionamos, nenhum problema jé resolvido que tivesse a mesma 
incégnite. Mas ele conhecia varios outros problemas ja anteriormente resolvidos, cujas 
incégnitas eram semelhantes. HA superficies curvas cujas dreas sdo mais faceis de cal- 
cular que a da esfera e que eram bem conhecidas na época de Arquimedes, tais como 
as superf(cies laterais de cilindros retos circulares, de cones retos circulares e de tron- 
cos destes cones. Podemos estar certos de que Arquimedes examinou cuidadosamente 
estes casos similares mais simples. De fato, para a sua resolucdo, ele utilizou, como 
aproximacao da esfera, um s6lido composto, constitu(do de dois cones e de diversos 
troncos de cones (ver DEFINIGOES, 6). 


Se ndo conseguirmos encontrar um problema que j4 tenha sido resolvido, 
cuja incognita seja a mesma do problema que se nos apresenta, procuramos encon- 
trar outro que tenha uma incognita semelhante 4 deste. Problemas deste Ultimo tipo 
so menos intimamente relacionados com o nosso problema do que aqueles antes 
mencionados e, portanto, de um mado geral, menos faceis de utilizar para 05 nossos 
fins, mas de qualquer maneira eles podem servir como preciosos guias. 
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6. Acrescentaremos algumas observagGes referentes a “problemas de demons- 
tragdo", andlogas aos comentarios anteriores, mais extensos, relativos aos “problemas 
de determinacdo”. 


Temos a demonstrar (ou a refutar) um teorema claramente enunciado. Qual- 
quer teorema, j4 antes demonstrado, que seja, de qualquer maneira, relacionado ao 
que fos é agora apresentado tem uma possibilidade de nos ser de alguma utilidade. 
Sabendo disso, consideramos @ conctusdo, isto 6, destacamos a conclusio do nosso 
teorema. Um modo de encarar o teorema pode ser assim esquematicamente enun- 
ciado: 

Baio: Ox eae entdo os Angulos serdo iguais.” 


Concentramos a atengao sobre a conclusdo apresentada e procuramos pensar 
num teorema sernelhante que tenha a mesma conclusdo, ou outra semethante. Em 
particular, procuramos pensar em teoremas deste tipo que sejam muito simples 
¢ de nosso conhecimento. 


No caso apresentado, hd varios teoremas do mesmo tipo e podemos lembrar do 
seguinte: “Se dois triéngulos forem congruentes, entZo os dngulos sero iguais.” 
Eis um teoremea correlato que jé foi antes demonstrado. Procure pensar num teorema 
semeihante que tenha a mesma conciuséo ou outra semethante. 


Seguindo estas sugestdes e procurando avaliar o auxitio proporcionado pelo 
teorema relembrado, podemos conceber um plano: procuremos demonstrat a igualda- 
de dos dngulos em questdo a partir dos triangulos congruentes. Vemos, entdo, a ne- 
cessidade de introduzir um par de tridngulas que contenham esses angulos e de de- 
monstrar que eles sdo congruentes. Um tal plano constitui certamente um bem pon- 
to de partida e nos pode levar finalmente a conclusdo, como na secéo 19. 


7. Para resumir: relembrando problemas j4 anteriormente resalvidos e que te- 
nham a mesma incégnita ou outra semelhante (teoremas j4 anteriormente demonstra- 
dos e que tenham a mesma concluséo ou outra semelhante), teremos uma boa possi- 
bilidade de comecar na diregdo certa e poderemos conceber um plano de resolugdo. 
Nos casos simples, que sS0 0s mais freqUentes nas turmas menos adiantadas, os pro- 
biemas elementares com a mesma incégnita (teoremas com a mesma conclusdo) so 
geralmente suficientes. A tentativa de relembrar problemas que tenham a mesma in- 
cOgnita constitui um recurso dbvio e sensato (comparar com o que ficou dito a este 
respeito na secdo 4). E surpreendente que um recurso tdo simples e Litil ndo seja mais 
canhecido. O autor estd inclinado a pensar que ele nado tenha sequer sido até agora 
tormulado em toda a sua generalidade, De qualquer maneira, nao é I(cito nem a estu- 
dantes nem a professores de Matematica desprezar a utilizac3o apropriada da suges- 
téo: Considere a incognita! E procure pensar num problema conhecido que tenha a 
mesma incdgnita ou outra semethante. 


Contradig¢zo0, Ver CONDICIONANTE. 


Corolério 6 um teorema que se demonstra facilmente pelo exame de outro teo- 
rema que se acaba de demonstrar. A palavra é de origem grega e a sua tradugdio mais 
literal seria “galard3o”, ou “‘recompensa” 


Decomposigao ¢ recombinag3o constituem importantes operacies mentais. 

Examina-se um objeto que desperta o interesse ou provoca a curiosidade: a casa 
que se pretends alugar, um telegrama importante mas obscuro, qualquer objeto cujas 
finalidades e origem intrigam, ou qualquer problema que se queira resolver. Tem-se 
uma impresséo do objeto como um todo, mas esta impressdo possivelmente nao é 
bastante definide. Um detathe sobressai e sobre ele se focaliza a atengdo. Em segui- 
da, concentra-se num outro detathe, depois ainda num outro. Diversas combinagées 
de detalhes podem apresentar-se e, um pouco depois, considera-se novamente o obje- 
to como um todo, mas agora ele é visto de maneira diferente. Decompde-se o todo 
em suas partes e recombina-se as partes num todo mais ou menos diferente. 


1. Quem entra em detaihes corre o risco de neles se perder. As particulari- 
dades muito numerosas ou muito minuciosas constituem uma sobrecarga mental. 
Podem impedir que se dé a devida atencdo ao ponto principal, ou mesmo que se 
perceba este ponto. E bom lembrar do homem que nao podia ver a floresta por causa 
das arvores. 

Naturalmente, ndo desejamos perder tempo com detalhes desnecessdrios e de- 
vemos reservar o nosso esforgo para o que for essencial. A dificuldade esta em que 
ngo podemos dizer de antemo quais os detalhes que se revelardo, finalmente, iteis 
@ quais os que no 0 sero. 


Portanto, procuremos, antes de tudo, compreender 0 problema como um todo. 
Uma vez compreendido, estamos em melhor posicdo para avaliar que pontos particu- 
lares podem ser os mais essenciais. Tendo examinado um ou dois pontos essenciais, 
ficamos em melhor posi¢ao para julgar quais os outros detalhes que merecem exame 
mais atento. Passamos aos detalhes e decompomos gradualmente o problema, mas 
nao além do que se faz necessdrio. 

Como é€ natural, o professor nado pode esperar que todas os alunos procedam 
judiciosamente a este respeito. Pelo contrério, mu,.os estudantes tém o tolo e mau 
habito de principiar a mexer nos detalhes antes de terem compreendido o problema 
como um todo. 


2. Consideremes problemas matematicos, “problemas de determinagao”. 

Uma vez compreendido todo o problema, o seu objetivo, o seu ponto principal, 
desejamos entrar nos detalhes. Por onde comecar? Quase sempre, 6 razodvel principiar 
pela consideragdo das partes principais, que sdo a incognita, os dados e a condicio- 
nante. Em quase todos os casos, é aconsethével comegar o exame detalhado do pro- 
blema pelas indagagdes: Qual & 2 incdgnita? Quais sdo os dados? Qual é a condicio- 
nante? 
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Se desejarmos examinar outros detalhes, que deveremos fazer? Muitas vezes, 6 
aconselhavel examinar os dados um a um, separar as diversas partes da condicionan- 
te e examind-las uma a uma. 


Se o nosso problema € mais dificil, 6 possivel que tenhamos de decompo-lo 
ainda mais e de examinar detathes ainda mais remotos. Desse modo, pode ser necess4- 
tio voftar 4 defini¢do de um certo termo, introduzir novos elementos constantes da 
definigao e examinar os elementos assim introduzidos. 


3. Uma vez decomposto o problema, podemos tentar recombinar os seus ele- 

+mentos de maneira nova, Em particular, podemos tentar essa recombinacdo de modo 

a abtermos um problema novo e mais acess{vel, que possamos utilizar como um 
problema auxiliar, 


As possibilidades de recombinacdo so, naturalmente, ilimitadas, Os problemas 
dificeis exigem combinagées ocultas, excepcionais, originais, e o engenho do solucio- 
nador revela-se na originalidada da combinagSo. Hé, porém, certos tipos de combina- 
¢6es tteis © relativamente simples, suficientes para os problemas menos complexas, 
que devemos conhecer bem e ensaiar priteiro, mesmo que depois sejamos obrigados 
a recorrer a meios menos ébvios. 


Ha uma classificagdo formal na qual as combinagdes mais comunse mais Uteis 
ficam claramente colocadas. No preparo de um novo problema, a partir do problema 
Proposto, podemos 


(1) manter a incégnita e mudar o restante (os dados e a condicionante); ou 
(2) manter os dades e mudar o restante (a incégnita ¢ a condicionante); ou 
(3) manter a incdgnita e os dadas. 


Passamos a examinar estes casos. 


Os casos {1} © {2) se superpGem. De fato, é possivel manter a incognita e os da- 
dos e transformar o problema apenas pela mudanga da condicionante. Por exemplo, 
os dois problemas seguintes, embora claramente equivalentes, nfo sdo exatamente o 
mesrno: 


Tragar um triangulo equildtero, sendo dado um lado, 
Tragar um tridngulo equiangulo, sendo dado um lado. 


A diferenca dos dois enunciados, que é insignificante neste exempla, pode ser 
muito significativa em outros casos, Tais casos sio mesmo importantes sob certos 
aspectos, mas a sua discusséo aqui tomaria muito espago. Comparar com a iiltima 
observacdo de PROBLEMA AUXILIAR, 7, 


4, Manter a incdgnita e mudar os dados e a condicionante, para transformar o 
problema proposto, é muitas vezes util. A sugestdo CONSIDERE A INCOGNITA visa a 
problemas que tém a mesma incognita. Tentamos relembrar um outro problema, ja 
antes resolvido, do mesmo tipo: E procure pensar num problema conhecido que te- 
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nha a mesma incdgnita ou outre semefhante. Se no conseguimos relembrar um tal 
problema, procuremos inventé-le: & posstvel imaginar outros dados apropriados 
para determinar a incégnita? 

Um problema novo que seja mais intimamente relacionado com o problema 
proposto teré uma melhor possibilidade de ser Gtil. Portanto, mantenda a incégnita, 
procuramos manter também alguns dados e alguma parte da condicionante, mudando 
ionante. Um bom 
método & aquele em que omitimos alguma coisa sem nada ecrescentarmos: mantemos 
a incégnita, mantemos somente uma parte da condicionante, deixamos a outra de 
ado, mas nao introduzimos nenhuma cléusula, nenhum dado. Exemplos e comenté- 
rios sobre este caso sao encontados nos itens 7 e 8. 


© minimo possivel, apenas um ou dois dados @ uma parte da cond 


5. Mantendo os dados, podemos tentar introduzir uma nova incégnita, mais 
til e mais acessfvel. Esta precisa ser obtida dos dados e temos em mente uma tal in- 
cOgnita quando indagamos: E POSSIVEL OBTER ALGO DE UTIL DOS DADOS? 


Observemos que duas coisas séo aqui desejaveis. Primeiro, a nava incdgnita 
deve ser mais acessivel, isto é, mais facil de obter, a partir dos dados, do que a in- 
cégnita original. Segundo, a nova incdgnita deve ser dtil, isto é, deve ser, quando en- 
contrada, capaz de prestar algum servigo efetivo na procura da incdgnita original. Em 
suma, a nova incégnita deve ser uma espécie de intermedidrio. Uma pedra no meio 
de um riacho est4 mais proxima de mim do que a outra margem, a qual desejo che- 
gar €, quando chegar 4 pedra, ela me tera auxiliado a aleangar a margem oposta. 


A nova incdgnita deve ser acessivel e til, as duas coisas, mas muitas vezes te- 
mos de nos contentar com menos. Se nada melhor aparecer, no serd desarrazoado 
deduzir alguma coisa que tenhe a possibilidade de ser til, e seria também razodvel 
tentar uma nova incégnita intimamente relacionada com a original, mesmo que 
no inicio esta ndo pareca especialmente acessivel. 


Por exemplo, se o nosso problema for o calcula da diagonal de um paralele- 
pipedo {como na segdo 8}, podemos introduzir a diagonal de uma das faces como 
nova incégnita. Pademos fazé-to ou porque sabemos que se tivermos a diagonal de 
uma face poderernos assim obter a diagonal do sdlide (come na seggo 40), ou porque 
percebemos que aquela é facil de calcular e suspeitamos que ela poderd ser Util no 
c4lculo da diagonal do sélido. (Comparar com UTILIZOU TODOS OS DADOS?, 1). 


Se o nosso problema for o tragado de um cfrculo, temos de determinar duas coi- 
a8: 0 centro e o raio; podemos dizer que o problema tem duas partes, Em certos ca- 
50s, uma parte ¢ mais acessivel do que a outra e, portanto, em qualquer caso, pode- 
mos razoavelmente considerar por um momento esta possibilidade: & posstvef resol- 
ver uma parte do problema? Com esta indagagao, panderamos as chances: compen 
saré concentrarmo-nos s6 no centro, ou s6 no raio, e escolher um ou outro como & 
nova incégnita? Indagagdes deste tipo sdo freqiientemente muito Gteis em problemas 
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mais compiexos ou mais avancados. A idéia muitas vezes eonsiste em tomar alguma 
parte mais acessfvel e essencial do problema. 


6. Trocando tanta 2 incdgnita quento os dados, desviamo-nos mais do nosso 
rumo original do que nos casos anteriores. E natural que ndo gostemos disto, pois 
sentimos o risco de perder completamente o problema original. No entanto, podemos 
ser compelidos a tal, se mudancas menos radicais ndo houverem resultado em algo 
mais acess(vel e Util. Podemos ficar tentados a tanto nos afastar do nosso problema 
original, caso onovo problema tenha boas possibilidades de sucesso. & poss/vel mudar 
a incégnita, ou os dados, ou todos eles, se necessdrio. de modo a que a nova incégni- 
ta @ os novos dados fiquem mais prdximos entre si? 


Uma maneira interessante de mudar tanto a incégnita como os dados é permu- 
tar a incégnita por um dos dados. (Ver E POSSIVEL UTILIZAR O RESULTADO? 3). 

7. Exemplo. Tragar um triangulo, sendo dados um lado 4; a altura A per- 
pendiculara a eo Angulo  opostea a. 

Qual 6 a incégnita? Um triangulo. 

Quais so os dados? Duas linhas, a e h, @0 angulo a 


Ora, se conhecemos alguma coisa de problemas de tracado geométrico, pode- 
mos reduzir este problema & determinacdo de um ponto. Tragamos a linha 8C, 
igual ao lado a, apds 0 que, tudo que temos a fazer 4 encontrar o vértice do trian- 
gulo, A, oposto a @ {ver figura 9). Temos agora, de fato, um novo prabiema, 


Figura 9 


Quat 6 a incégnita? O ponto A. 
Queis so os dados? A linha A, um Angulo a e dois pontos B e C, dadosem 
posi¢ao. 


Qual é a condicionante? A distancia perpendicular do ponto A a linha BC 
deve ser # ¢ <BAC = a 


Transformamos assim 0 nosso problema original, mudando tanto a incégnita 
quanto os dados. A nova inedgnita é um ponto, 2 original era um triangulo. Alguns 
dos dados séo os mesmos em ambos os problemas, a linha # e 0 &ngulo a. Mas 
no problema original foi dada uma linha # e agora temos, em seu lugar, dois pontos, 
Aes. 


© novo problema nao é diffcil. A sugestZo que segue nos aproxima da sua 
solucdo. 


Separe as diversas partes da condicionante. A condicionante tem duas partes, 
uma relativa ao dado # e outra ao dado a O ponto que constitui a incégnita deve 


(I) estar auma distancia A da linha BC; e 


(11) ser 0 vértice de um Angulo do valor dado @, cujos lados passam pelos 
pontos dados, B e C. ; 


Se mantivermos apenas uma parte da inedgnita e deixarmos a outra de jado, 
a incdgnita nao ficaré perfeitamente determinada, pois hé muitos pontos que satis- 
fazem a parte {I} da condicionante, isto 6, todas os pontos de uma paralela a linha 
BC e desta situada a distancia A* Essa paralela 6 0 lugar geométrica dos pontos que 
satisfazem a parte (1) da condicionante. O lugar geométrico dos pontes que satisfa- 
zem a parte (Il) 6 um certo arco circular cujas extremidades so B e C. Podemos 
descrever ambos os lugares geométricos ¢ a sua intersecdo 6 0 ponto que desejamos 
determinar, 


O procedimento que acabamos de aplicar apresenta um certo interesse, Na re- 
solugado de problemas geométricos, muitas vezes ele 6, com sucesso, tomado por mo- 
delo: reduzir o problema 4 determinagdo de um ponto e determind-lo pela interse- 
Gao de dois lugares geométricos. 


Ha, porém, um certo passo deste procedimento que apresenta um interesse 
ainda mais geral. Na resolugdo de “problemas de determinacdo", seja qual for o tipo, 
podemos seguir esta sugestéo: Manter apenas uma parte da condicionante e deixar 
@ outra de lado. Com isso, enfraquecemos a condicionante do problema proposto, 
pois a incégnita fica menos restrita. Até que ponto fica assim a incégnita determina- 
da, como pode ela variar? Com esta indagagSo, estabelecemos, de fato, um nova pro- 
blema. Se a incégnita for um ponto do plano (como o era em nosso exemplo), a 
solugao deste novo problema consistiré na determinagdo de um lugar geométrico 
descrito pelo ponto. Se a incégnita for um objeto matemético de algum outro tipo 
{era um quadrado na se¢fo 18}, teremos de descrever apropriadamente e de caracte- 
rizar precisamente um certo conjunto de objetos. Mesmo se a incégnita ndo for um 


*Considera-e a linha BC como a bissetriz do plano. Eseolhamos um dos semiplanos para 
nele determinar A a assim podemos considerar apenas uma paralela a SC, pois, do contrario, 
teriamos de considerar duas desses paraloias. 
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objeto matemstics (como no exemplo seguinte, do item 8), poderd ser conveniente 
considerar, caracterizar, descrever ou relacionar aqueles objetos que satisfizerem uma 
certa parte da condicionante imposta a incdgnita pelo problema proposto. 


8. Exempio. Num jogo de palavras cruzadas, que contém trocadilhos e anagra- 
mas, encontramos a seguinte chave: 


“Para frente e para tras, 6 urna pega de maquina (5 letras).”” 
Qual é a incégnita? Uma palavra. 
Qual é 2 condicionante? A palavra tem cinco letras e tem algo a ver com al- 


guma pera de uma maquina qualquer. Ela deve ser, naturalmente, uma palavra do 
idioma e, esperamos, néo muito rara, 


A condicionante é suficiente para determiner a incégnita? Nao. Ou, melhor, a 
condicionante pode ser suficiente, mas aquela sua parte que, para nés, esta agora cla- 
ra € certamente insuficiente. Hé palavras demais que a possam satisfazer, tais como 
“biela”, “freio’ e tantas outras. 


A condicionante esté expressa com ambigllidade — de propésito, é claro. Se 
nada nos ocerrer que possa ser razoavelmente descrito como uma peca de méquina 
que se desloque “‘para frente’ e, também, “‘para tras’, podemos suspeitar que isto se 
refira a leitura da palavra. 


Separe as diversas partes da condicionante. A condicionante contém duas par- 
tes, uma relativa ao significado da palavra, outra a sua grafia. A palavra procurada de- 
ve ser 


(I) uma palavra curta que signifique alguma peca de uma maquina; 
{I} uma palavra de cinco letras que, lida de trés para diante, signifique também 
uma pega de maquina. 


Se mantivermos apenas uma parte da condicionante, deixando 2 autra de lado, 
a incégnita ndo ficar4 perfeitamente determinada. H4 muitas patavras que satisfazem 
@ parte (I) da condicionante e, assim, temos uma espécie de lugar geométrico. Pode- 
mos descrever esse lugar geométrico (I), “segui-lo’’ até a sua “intersegfo” com o lugar 
geométrico (Il). O procedimento natural consiste em concentrar na parte (1) da con- 
dicionante, relembrar palavras que tenham o necessdrio significado e examinar se 
elas t8m ou nfo o niimero de letras exigido. E possivel que tenhamos de relembrar 
muitas palavras até chegarmos a certa: biela, freio, bomba, polia, motor. 


E claro, “rotor! 


9. No item 3, classificamos as possibilidades de encontrar um novo “‘proble- 
ma de determina¢3o" pela recombinagao de certos elementos de um outro “problema 
de determinacdo", proposto. Se introduzirmos nao apenas um problema, mas dois ou 
mais, haver4 mais possibilidades que teremos de mencionar, mas n@o tentaremos 
classifiear. 


Outras possibilidades podem ainda surgir. Em particular, a resolucdo de um 
“problema de determinacio” pode depender da resolucdo de um “problema de de- 
monstragdo”. Apenas mencionamos esta importante possibilidade, pois considera- 
gGes de espaco nos impedem de discuti-la aqui. 


10. Apenas algumas poucas e breves observagies podem ser acrescentadas a 
propésito de “problemas de demonstraclio”. Elas so andlogas aos comentérios, mais 
extensos, relatives a “problemas de determinagdo" {itens 2a 9). 


Uma vez compreendido o problema como um todo, devemos, de maneira ge- 
ral, examinar as suas partes principais, que sdo a hipétese e a conclusdo do teorema 
que temos de demonstrar ou de refutar. Precisamos compreender perfeitamente tais 
partes. Qual é a hipétese? Qual é a conclusdo? Se houver necessidade de descer a pon 
tos mais espec(ficos, poderemos separar as diversas partes da hipdtese e examind-las 
uma a uma. Podemos entéo passar a outros detalhes, decompondo mais e mais o 
problema. 


Depois de decomposto o problema, podemos tentar recombinar os seus ele- 
mentos de maneira nova. Em particular, podemos ensaiar a recombinagdo dos ele- 
mentos em um outro teorema. A este respeito, trés sao as possibilidades: 


(1) Manter 2 concluséo e mudar a hipétese. Tentamos primeiro relembrar um 
tal teorema: Considere a conclusdo. E procure pensar num teorema conhecido que 
tenha a mesma concluséo ou outra semethante. Se ndo conseguirmos relembrar tat 
teorema, procuremos inventar um: & poss/vel imaginar uma outra hipdtese da qual se 
possa facilmente deduzir a conclusfo? Podemos mudar a hipétese pela omissdo de al- 
guma coisa, sem nada Ihe acrescentar: Mantenha apenas uma parte da hipdtese e 
deixe @ outra de lado, A conctusdo continua vdlida? 


(2) Manter a hipétese e mudar a conclusdo: E possivel obter algo de stil da 
hipdtese? 

(3) Manter nto a hipdtese quanto a condicionante. Podemos estar mais in- 
clinados a mudar ambas se ndo tivermos sucesso com a mudanca de uma sé delas. 
E possivel mudar a hipdtese, ou a conclusdo, ou ambas, se necessdrio, de modo a que 
anova hipétese e a nova conclusée fiquem mais proximas uma da outra? 


N&o tentamos aqui classificar as diversas possibilidades que surgem quando, pa- 
ra resolver um “problema de demonstragio" proposto, introduzimos dois ou mais 
“problemas de demonstrago"’ ou quando o relacionamos com um “problema de de- 
terminagao” apropriado. 


Definigdes de termes so descricdes de seus significados por meia de autros 
termos que se supGe sejam bem conhecidos. 


1. Os termos técnicos da Matematica sio de duas categorias. Uns sao aceltos 
como tarmos primitives e nao se definem. Outros, consideram-se termos derivados € 
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so definidas normalmente, isto 4, seus significados sdo formulados em termos primi- 
tivos e em outros termos derivados, previamente definidos. Assim, ndo se do defini- 
ges formais de nog&es primitivas, tais como ponto, reta e plano.* No entanto, 
damas definigées formais de nogées tais como “bissetriz de um angulo”, “circulo” € 
“pardébola”™. 


« A definicgdo do ultimo terma mencionado pode ser feita da maneira seguinte. 
Chamamos pardbola o lugar geométrico dos pontos eqilidistantes de um ponto fixo 
e de uma reta fixa. 0 ponto fixo é chamado o foco da parabola e a reta fixa, a sua 
diretriz. Fica entendido que todos os elementos considerados encontram-se num pla- 
no fixe e que o ponto fixo {o foco} ndo esté sobre a reta fixa (a diretriz). 


Ngo se presume que o leitor conheca os significados dos termos definidos: 
parébola, foco da parabola, diretriz da parabola. Mas admite-se que ele saiba o signi- 
ficado de todos os outros termos, tais como ponta, reta, plano, distdncia entre dois 
pontos, lugar geométrico etc. 


2. As definigdes dos diciondrios nao diferem muito das defini¢des matemd- 
ticas na sua forma aparente, mas elas so redigidas com um outro espirito. 


O autor de um dicionério interessa-se pelo significada corrente das palavras. 
Ele ace/ta, evidentemente, esse sentido corrente e o enuncia, com toda a clareza que 
Ihe for possivel, sob a forma de uma definicdo. 

© matemético ndo se preocupa com © sentido corrente dos seus termos técni- 
605, pelo menos ele no esté principalmente interessado nisso. O que “circulo”, 
“parabola” ou outros termes técnicos dessa espécie possam ou ndo significar na lin- 
guagem corrente, pouco Ihe importa. A definigao matematica cria o significado 
matemético. 


3. Exemplo. Determinar o ponto de intersecSo de uma reta dada com uma 
parabola da quat séo dados o foco ea diretriz. 


A nossa abordagem de qualquer problema depende, necessariamente, do es- 
tégio do nosso conhecimento. A nossa abordagem do presente problema dependeri, 
principalmente, da nossa maior ou menor familiaridade com as propriedades da 
parabola, Se muito soubermos acerca da parabola, tentaremos usar nosso conheci- 
mento e dele extrair alguma coisa de util: Conhece um problema que possa ser util? 
Conhece um problema correlato? Se soubermos pouco sobre parabola, foco e dire- 
triz, estes termos serdo até embaracosos e, naturalmente, desejaremos nos livrar detes. 
Mas, como conseguir isto? Acompanhemos o diélogo entre um professor e um de 
seus alunos, que discutem o problema proposto. Eles jé escolheram uma notagao 


*A este respeito, as idéias mudaram desde os tempos de Euclides @ seus discipulos gregas, 
que definiram-p ponto, = reta e o plano. Mas as suas “defini¢des” mal podiam ser considerndas 
defini¢des tormais, pois eram mais uma espécie de explicacSes. Naturalmente, axplicardes slo 
admissiveis, « mesmo desejéveis, no ensino. 


adequada: P para o ponto de intersegfo a determinar, F patao foco, ¢ paraa 
diretriz e c para areta de intersec4o da parabola, 

— E qual a incégnita? 

~ O ponto P. 

— Quais sio os dados? 

~ Asretas c e d eo ponto F. 

— Qual éa condicionante? 

— P 6 um ponto de intersegdo da reta ¢ com a paribola cuja diretriz é d e 
cujo foco é F. 


— Certo. Sei que teve poucas oportunidades de estudar a parabola, mas penso 
que é capaz de dizer o que uma parébola, 


— A parabola & o lugar geométrico dos pontos eqllidistantes do foco e da 
diretriz. 


— Certo. Lembra-se bem da definic’o, mas é preciso utilizé-la: volte as defini- 
¢6es. Pela definigdo de parabola, o que me pode dizer a respeito do ponto P. 


— P esté sobre a pardbola. Partanto, F éeqiidistantede d e F. 


-- Muito bem. Trace uma figura. 


Figura 10 


© aluno acrescenta a figura 10 as linhas PF @ PO, sendo esta diltima a perpen- 
dicular baixada de P sobre d. 


— Agora, é possivel reformutar o problema? 


— E possfvel reformular a condicionante de problema, usando as linhas que 
acabou de acrescentar? 
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— F eum ponto ga reta c talque rr = ru. 


Certo, Mas, por favor, explique isso em palavras: o que & PQ? 
— Eadistancia perpendicular de P a d. 


~ Certo, Pode agora reformular o problema? Mas, por favor, enuncie-o com 
clareza, numa frase simples. 


~ Determinar o ponto P da retadada c eqilidistante do ponto dado F eda 
reta dada o. 


— Observe o pragresso que fez desde o enunciado original até a sua reformula- 
gdo, Aquele estava tao cheio de estranhos termos técnicos, parabola, foco, diretriz, 
que até soava um pouco pomposo e empolado. E agora nada resta de tais termos: 0 
problema ficou enxuto. Parabens! 

4, A eliminagéo de termos técnicos foi 0 resultado do trabalho do exemplo 
acima. Partimos dum enunciado do problema que cantinha certos termos técnicos 
{pardébola, foco, diretriz) e chegamos finalmente a uma reformulagao isenta de tais 
termos. 


Para eliminar um termo técnico, precisamos conhecer a sua definigdo: mas 
nao basta conhecé-la, é preciso utilizé-la. No exemplo precedente, ndo bastou lembrar 
da definigao de pardbola. O passo decisivo consistiu em acrescentar 4 figura as linhas 
PF e PQ, cuja igualdade era assegurada pela definic#o de pardbola. Este é um 
procedimento tipico, Introduzimos, na cancepgdo do problema, elementos apro- 
priados. Com base na definicdo, estabelecemos relacGes entre os elementos intro- 
duzidos. Se estas relagGes expressarem completamente o significado, teremos 
utilizado a definigao e, assim, eliminado o termo técnico. 


O procedimento que acaba de ser descrito pode ser chamado a vo/ta as defini- 
Ges. 

Pela volta a definico de um termo técnico, libertamo-nos do termo mas intro- 
duzimos, em seu lugar, novos elementos e novas relagdes. A decorrente modificapao 


de nossa concepeio do prablema pode ser importante. De qualquer maneira, algu- 
ma reformulacdo, alguma VARIACAO DO PROBLEMA, deverd disso resultar. 


5. Definigées e teoremas conhecidos. Se conhecermos o nome “parabola” 
e@ tivermos uma vaga idéia da forma da curva, porém se nada mais sobre ela sabernos, 
9 nosso conhecimento serd evidentemente insuficiente para resolver o problema pro- 
posto como exemplo ou qualquer outro problema sério relative 4 parabola. Que tipo 
de conhecimento necessitamos para tal fim? 


Podemos considerar que a ciéncia da Geometria consiste em axiomas, defi- 
nigSes e teoremas. A pardbola no é mencionada em teoremas que tratam apenas de 
termos primitives, tais como ponto, reta e outros. Qualquer argumentagdo geométri- 
ca relativa A pardbola ou & resolugéio de qualquer problema a ela referente deve utili- 
zar_a sua definig&o, ou teoremas a ela pertinentes. Para resolver um tal problema, é 
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preciso conhecer pelo menos a definigao, mas é melhor conhecer também alguns 
teoremas. 


O que dissemos da parébola aplica-se, naturalmente, a qualquer outra nogdo de- 
rivada. Quando iniciamos a resolugdo de um problema que envolve uma tal noggo, 
n&o podemos ainda saber o que sera prefer{vel utilizar: a definiggo da nogdo ou algum 
teorema a ela referente. Maso certo é que teremos de utilizar uma ou outro. 


Ha casos, porém, em que ndo temos escolha, Se conhecermos apenas a nogdo, 
@ nada mais, seremos entéo obrigados a utilizar a definigo. Se pouco mais soubermos 
além da definicéo, a nossa melhor chance sera valtar 4 definicdo. Se, porém, conhe- 
cermos muitos teoremas relativos aquela nogéo e tivermos muita experiéncia na sua 
aplicagdo, haveré muitas probabilidades de encontrarmos um teorema apropriado ao 
caso. 


6. Oefinigdes diversas. A esfera 6 geralmente definida como o lugar geométri- 
co dos pontos eqilidistantes de um ponto dado. (Os pontos esto agora no espaco, 
nao mais restritos a um plano). Nao obstante, a esfera pode também ser definida 
como a superficie gerada por um cfrculo que gita em torno de seu didmetro. Conhe- 
cem-se ainda outras definicdes da estera e muitas mais sdo ainda possiveis, 


Quando tivermos de resolver um problema que envalva alguma no¢do derivada, 
como “esfera” ou “pardbola”, e desejarmos voltar 3 sua definigSo, poderemos esco- 
Iher uma entre varias definigdes, Muito ira depender, em tal caso, da escothe adequa- 
da 20 caso. 


© cdlculo da area da superficie da esfera constitufa, 4 época em que Arquime- 
des o resolveu, um grande e dificil problema. Ele tinha, a sua escolha, as definigdes de 
esfera que acabamos de mencionar. Preferiu, entéo, conceber a esfera camo a super- 
ficie gerada por um circulo que gira em torno de um diametro fixo, Inscreveu no clr- 
culo um poligono, com um ndmero par de dados, do qual o diametro fixo liga vérti- 
ces opostos. O poligono regular aproxima-se do circulo e, girando com este, gera uma 
superficie convexa composta de dois cones com vértices nas extremidades do diame- 
tro fixo e de diversos troncos de cones intermediarios. Esta superficie composta apro- 
xima-se da esfera e foi utilizada por Arquimedes para calcular a area da superficie 
desta. Se concebermos a esfera como o lugar geométrica des pontos eqilidistantes do 
centro, néo haveré nenhuma sugestéo semelhante de simples aproximacgo da sua su- 
pertfcie, 


7, Voltar as detinigdes é importante na invenggo de um argumento, mas tam- 
bém 0 € na sua verificacdo. 


Alguém pretende apresentar uma nova resolugdo para o problema de Arquime- 
des — 0 cétculo da superficie da esfera. Se essa pessoa apenas tiver uma vaga idéia 
sobre a esfera, a sua resolucdo nao poderd ter quaiquer valor. E possivel que tenha 
uma clara concep¢do da esfera, mas se deixar de utilizé-la em seu argumento, ndo 
poderemos saber se ela tem realmente qualquer idéia sobre este solido e, portanto, 
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de nada vaferdé o argumento. Por canseguinte, ao escutar o seu argumento, ficamos a 
aguardar 0 momento em que eta diré algo substancial sobre a definig&o de esfera ou 
um teorema relativo. Se tal momento nunca chegar, a resolugfo nao prestaré, 


Da mesma maneira, devemos verificar, ndo sé os argumentos dos outros, mas 
também, naturalmente, os nossos préprios argumentos. Levow em consideragao todas 
as nogées essenciais que interessam ao problema? Como utilizou a nogao? Utilizou 0 
seu significado, a sua definicio? Utilizou fatos essenci teoremas conhecidos 
televantes? 


A importincia da volta as definigSes para verificar umn argumento foi realgada 
por Pascal, que formulou a regra: “Substituer mentalement les définitions é ta place 
des définis”, cujo sentido € “substituir mentaimente os termos definidos pelos fatos 
definidores”. Que a volta as definigGes 6 também importante para inventar um argu- 
mento foi destacado por Hadamard. 


8. A volta as definicdes constitui uma importante operagao mental. Se dese- 
jamos compreender a import4ncia das palavras, precisamos primeiro sentir que as pa- 
laveas sdo importantes. Dificiimente podemos raciocinar sem o aux/lio de palavras, 
ou de signos, ou de simbolos de qualquer espécie. Assim, palavras e signos tém poder. 
Os povos primitives acreditavam que as palavras € os signos tinham poder magico; po- 
demos compreender essa crenca, mas dela nado devemos compartilhar. Precisamos sa- 
ber que o poder de uma palavra nao reside no seu som, no vocis flatus, nas vibracdes. 
do ar produzidas pelas cordas vocais do locutor, e sim nas idéias que a palavra nos 
traz 4 mente e, por fim, nos fatos em que se baseiam essas idéias. 


Portanto, é bom procurar o sentido e os fatos que ficam por detras das palavras. 
Ao voltar as definigées, o mateméatico procura assenhorear-se das reais relagGes de ele- 
mentos mateméaticos que estado por detrds dos termas técnicos, assim cama o fisico pro- 
cura Confirmagées experimentais para seus termos técnicos e o homem comum, com 
algum bom senso, procura chegar aos fatos reais e nao ser itudido por meras palavras. 


Demonstragdo por absurdo ¢ demonstragdo indireta. S30 procedimentos dife- 
rentes, porém correlatos. 


A demonstragée por absurdo mostra a falsidade de uma suposig8o derivando 
deta um absurdo flagrante. € um procedimento matemiético, mas se assemelha a iro- 
nia, que € © procedimento predileto do satirista. A ironia adota, com todas as aparén- 
cias, uma determinada opinido, que 6 exagerada e repetida até conduzir a um mani- 
testo absurdo. 

A demonstragéo indireta estabelece a verdade de uma afirmativa por revelar 
a falsidade da suposic#o opasta. Deste modo, ela apresenta certa semelhanca com a 
asticia do politico que procura firmar os méritos de um candidato pela demoli¢do da 
reputago do seu oponente. 
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Tanto a demonstracéo por absurdo quanto a demonstra¢ao indireta sfo efica- 
zes instrumentos da descoberta, que se apresentam naturalmente a todo espfrito aten- 
to, Nao obstante, alguns filésofos e muitos principiantes tém por elas uma certa 
aversSo, 0 que se compreende: nem todos apreciam pessoas sarcasticas ou politicos 
astuciosos. Em primeiro lugar, demonstraremos, por meio de exemplos, a eficdcia 
de ambos os procedimentos e, em seguida, discutiremos as objegdes que contra 
eles se apresentam. 


1. Demonstragéo por absurdo, Escrever niimeros usando cada um dos dez 
algarismos uma s6 vez, de tal modo que a soma desses ntimeros seja exatamente 100. 


Podemos aprender alguma coisa na tentativa de resolver este enigma, cujo enun- 
ciado exige algum esclarecimento. 


Qual 6 a incégnita? Um conjunto de numeros, © por nimero queremos aqui di- 
zer, naturalmente, inteiros. 


O que é dado? 0 nimero 100. 


Qual é @ condicionante? A condicionante tern duas partes. Primeira, ao escre- 
vermos © desejado conjunto de nimeros, devemos usar cada um dos dez algarismos 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 apenas uma vez. Segunda, a soma de todos os numeros do 
conjunto deve ser 100. 


Mantenha apenas ume parte da condicionante, deixe a outra de lado. A pri- 
meira parte, sozinha, é facil de satisfazer. Tome-se o conjunto 19, 28, 37, 46, 50: ca- 
da algarismo ocorre s6 uma vez. Mas, é evidente, a segunda parte da condicionante 
Go fica satisfeita: a soma desses ndmeros é 180 e no 100. Poderfamos, porém, fa- 
zer melhor. “Continue a tentar’’. Sim 


19+ 28+ 30+7+6+5+4=99, 


A primeira parte da condicionante é satisfeita e a segunda quase o 6: chegamos a 99 
em lugar de 100. Naturalmente, poderemos facilmente satisfazer a segunda parte se 
abandonarmos a primeira: 


19+284+31+7+6+5+4 = 100, 


A primeira parte nao é satisfeita: o algarisma 7 ocorre duas vezese o @ nenhuma. 
“Continue a tentar.”” 


Apés mais algumas tentativas infrutiferas, somos, porém, levados a suspeitar de 
que nfo é possivel obtermos 100 da maneira pedida. A um certo momento, surge 0 
problema: demonstrar que & impossivel satisfazer simultaneamente ambas as partes 
da condicionante. 

Até mesmo excelentes estudantes podem achar que este problema esté acima * 
das suas possibilidades. No entanto, a resposta é bastante fécil, se adotarmos a atitude 
correta. Temos de examinar a situag3o hipotética em que ambes as partes da condi- 
cionante s&o satisfeitas. 
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Suspeitamos que esta situacao realmente ndo pode ocorrer e a suspeita, baseada 
na experiéncia das nossas infrutiferas tentativas, tem algum fundamento. Nao obs- 
tante, livremo-nos de preconceitos e enfrentemos a situagao em que, hipoteticamente, 
supostamenie, presumidamente, ambas as partes da condicionante sao satisfeitas. 
Imaginemos um conjunto de niimeros cuja soma é 100, Esses ngmeros seréo de um 
ou dois algarismos. Ha dez algarismos, e eles devem todos ser diferentes, pois cada um 
deles, 0, 1, 2... +9 deve ocorrer apenas uma vez. Assim, a soma de todos 
estes algarismos deve ser 


O+14+24+3+44+5+6+74+8+9 = 45, 
Alguns destes algarismos denatam unidades e outros, dezenas. E preciso um pouco de 
sagacidade para acertar com a idéia de que a soma dos algarismos que denatam deze- 
fas pode ter alguma importancia. De fato, seja ¢ essa soma, Entao, a soma de todos 
os NUMeros do Conjunto deve ser 


iOr + (45—¢) = 100. 


Temos aqui uma equacdo do primeiro grauem ft, que nos fornece 


Ora, hd nisto alguma coisa definitivamente errada. O valor que encontramos para t 
é fracionério, quando t, evidentemente, deve ser inteiro. A partir da suposi¢éo de 
que ambas as partes da condicicnante imposta podem ser simultaneamente satistei- 
tas, fomos levades a um flagrante absurdo. Como explicar isto? A nossa suposicdo 
original deve estar errada: é impossfvef satisfazer, ao mesmo tempo, as duas partes 
da condicionante, E assim chegamos ao nosso objetivo: conseguimos demonstrar que 
as duas partes da condicionante imposta sao incompativeis. 


O nosso raciocinio foi uma tipica demonstracao por absurdo. 


2, ObservagGes. Reexaminemos o racioc(nio para compreender a sua orien- 
tacdo geral. 


Desejamos demonstrar que & impossivel satisfazer uma certa condicionante, 
isto 6, que a situagao na qual todas as partes da condicionante sdo simultaneamente 
satisfeitas no pode jamais surgir. Mas, se nada ainda houvermos demonstrado, tere- 
mos de encarar a possibilidade de que a situacdo possa surgir. Somente encarando 
frontalmente a situaeSo hipotética e examinando-a cuidadosamente poderemos ter 
a esperanca de perceber nela um ponto cefinitivamente errado. E precisamos par a 
mo num ponto definitivamente errado, se desejarmos demonstrar conclusivamente 
que a situacdo é impossivel. Daf podemos ver que o procadimento que serviu 20 nos- 
so exemplo & razodvel em geral: temos de examinar a situacao hipotética na qual to- 


das as partes da condicionante séo satisfeitas, embora tal situagdo pareca extrema- 
mente improvével, 


O leitor mais experimentado pode notar aqui um outro ponto. O principal 
passo do nosso procedimento consistiu no estabelecimento da equapdo em t. Ora, 
poderfamos ter chegado 4 mesma equagdo sem suspeitar que houvesse algo de errado 
com a condicionante. Se desejamos estabelecer uma equacdo, temas de expressar, em 
linguagem matematica, que todas as partes da condicionante sao satisfeitas, muita 
embara ndo saibamos, ainda, se é realmente possivel satisfazer simuitaneamente todas 
essas partes. 


O nosso procedimento & seguido com “isengdo”: podemos ter a esperanca de 
encontrar a incégnita que satisfaca a condicionante, ou a de demonstrar que esta ndo 
pode ser satisfeita, Sob um aspecto, isto pouco importa: a investigacdo, se for bem 
conduzida, comeca da mesma maneira em ambos os casos, pelo exame da situacao 
hipotética na qual a condicionante ¢ satisfeita, e somente mais tarde revela qual das 
nossas esperangas é a que se justifica. 


Compare com FIGURAS, 2. Compare também com PAPPUS: uma analise que 
termina por refutar o teorema proposto, ou por mostrar que o proposte “problema 
de determinacdo” nao tem solugdo, é na verdade uma demonstrac3o por absurdo. 


3. DemonstragSo indireta, Os numeros primos ou, simplesmente, primos séo 
os numeros 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, .... que no podem ser decom- 
postos em fatores menores, embora sejam maiores do que 1. (A Giltima clausula exclui 
o ndmero 1 que, evidentemente, ndo pode ser decomposto em fatores menores, mas 
que apresenta uma natureza diferente e nao pode ser considerado primo). Os primos 
sdo os “elementos Ultimos’’ em que todos os inteiros (maiores do que 1) podem ser 
decompostos. Por exemplo, 


630=2°3:3-5-7 


decompée-se num produto de cinco primos. 


A série dos némeros é infinita ou termina em algum lugar? E natural que se sus- 
peite que a série dos primos nfo tenha fim. Se ela terminasse em algum lugar, todos 
inteiros poderiam ser decompostos num ndmero finito de elementos Itimos eo 
mundo pareceria “pobre demais’”, numa forca de expresséo. Surge assim © problema 
de demonstrar a existéncia de uma infinidade de numeros primos. 


0 problema é muito diferente daqueles que se encontram normalmente na Ma 
tematica elementar e parece, 4 primeira vista, inacessivel. No entanto, como disse- 


mos,  extremamente improvavel que haja um ultimo primo, digamos P. Por que- 


isto é to improvavel? 


Enfrentemos a impossfvel situac3o em que, hipoteticamente, supostamente, 
exista um ditimo primo P. Neste caso, poderiamos escrever a série completa dos 
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primos 2, 3,5, 7,11......% Por que isto ¢ tao improvavel? O que ha de errado nis- 
to? E possivel identificar nisto algo definitivamente errado? E claro que sim. Pode- 
mos compor o niimero 


Q=(2-3+6+7-1.Pt. 


Este ndmero Q & maior do que P e, portanto, supostamente, Q nijo pode ser pri- 
mo. Em conseqiiéncia, Q deve ser divisivel por um primo. Ora, os primos de que dis- 
pomos séo, supostamente, os ntimeros 2, 3, 5 .......0+ P, porém Q, dividido por 
qualquer um destes nimeros deixa por resto 1. Portanto, @ nao é divisivel por ne- 
nhum dos primos mencionados, que sao, hipoteticamente, todos os primos. Ora, ha 
alguma coisa definitivamente errada: @ deve ser ou um ndmero primo, ou divisivel 
por algum primo, Partindo da suposigao de haver um titimo primo, fomes levados 
a um flagrante absurdo, Come explicar isto? A nossa suposicao original deve estar 
errada, néo pode haver um dltimo primo. E assim conseguimos demonstrar que a 
série dos numeros primos ndo tem fim. 


Esta 6 uma t(pica demonstragdo indireta. (E também famosa e devida a Eucli- 
des, encontrando-se na Proposigdo 20, do Livro IX dos Elementos)}. 


Demonstramos assim 0 nosso teorema (que a série dos numeros primos nao tem 
fim) pela refutago do seu oposto (que a série dos primos termina em algum ponto}, 
o qual foi refutado, por dele termos deduzido um manifesto absurde. Combinamos, 
assim, 8 demonstracdo indireta com a demonstragao por absurde. Esta combinacado 
é também muito tipica. 


4, Objecdes. Os procedimentos que estamos estudando tém encontrado 
forte oposicao. Contra eles foram levantadas muites objecdes, que talvez possam ser 
consideradas formas diferentes de uma mesma objecdo fundamental. Discutimos 
aqui uma forma “prética’’ de objegGes, que se situa ao nosso nivel. 


Encontrar uma demonstracao néo muito Sbvia constitui um grande sucesso 
intelectual, mas para aprender essa demonstrag#o, ou mesmo para compreendé-la 
perfeitamente, & necessdrio um certo esforgo mental. E bastante natural que deseje- 
mos obter algum lucro de nosso esforgo e, para isso, ¢ claro, aquilo que ficar retido 
em nossa memoria deverd ser verdadeiro e correto, nao falso ow absurdo. 


Mas parece dificit que, de uma demonstragéo por absurdo, possa resultar al- 
guma coisa de verdadeiro. O procedimento parte de uma supasigso falsa e dai deduz 
conseqiiéncias que o sdo igualmente — talvez ainda mais visivelmente — falsas, até 
chegar a Gitima conseqiléncia, esta flagrantemente falsa. Se ndo desejarmos guardar 
falsidades na meméria, deveremos esquecer tudo, o mais depressa possfvel, o que 
ndo 6, porém, viével, pois todos os pontos devem ser relembrados, com nitidez e 
corre¢iio, no decorrer do estuda da demonstragéo. 


A objecio 4 demonstracao indireta pode ser agora formulada muito resumida- 
mente. Ao acompanharmos uma tal demonstragdo, somos obrigados a concentrar, 


continuamente, a atengdo numa suposicéo faisa, que devemos esquecer, e ndo no 
teorema verdadeiro, que devemos reter. 


Se desejarmos avaliar corretamente os méritos destas objeces, deveremos dis- 
tinguir entre dias utilidades da demonstragdo por absurdo, entre um instrumento da 
pesquisa e um meio de exposigda, ¢ estabelecer a mesma distingfo no que se refere 
a demonstragio indireta. 


Deve-se confessar que a “demonstrac&o por absurdo”’ nao apresenta s6 vanta- 
gens, pois ela, especialmente se for longa, pode tornar-se muito penosa para o leitor 
ou ouvinte, Todas as deducdes que examinamos sao corretas, mas todas as situacdes. 
que temos de enfrentar sio impossiveis. Mesmo a expressdo verbal pode tornar-se en- 
fadonha se insistir, como deve, em frisar que tudo esta baseado numa suposicaa ini- 
cial. Assim, as palavras “hipoteticamente”, “supostamente’’, “presumidamente” pre- 
cisam ser repetidas incessantemente, ou entéo é necessdrio usar continuamente de 
outro recurso. Desejamos rejeitar e esquecer a situaco, por ser ela impossivel, mas 
temos de reté-la e examind-la porque 6 a base do passo seguinte. Esta disoérdia pode 
tornar-se insuportavel a longo prazo. 


Seria uma tolice repudiar a demonstragdo por absurda como um instrumento 
de descoberta. Ela pode apresentar-se naturalmente e trazer uma decisdo quando to- 
dos os outros meios estiverem esgotados, como os exemplios anteriores podem 
mostrar. 


Precisamos de alguma experiéncia para perceber que nado h4 nenhuma contra- 
di¢Zo essencial entre as duas posicGes. A experiéncia revela que geralmente ndo é 
dificil converter uma demonstraggo indireta em outra direta, ou em transformar uma 
longa demonstracdo por absurdo em outra, cuja forma 6 mais agradével e da qual o 
absurdo pode até desaparecer completamente ou, apds a devida preparacio, ficar 
comprimido em poucas observarSes marcantes, 


Em suma, se desejamos utilizar plenamente a nossa capacidade, devemos estar 
familiarizados tanto com a demonstragao por absurdo quanto com a indireta. Quan- 
do, porém, conseguirmas chegar 20 resultado por qualquer um destes processos, ndo 
devernos esquecer de reexamind-lo e de indagar: E possfvel chegar ao resultado por 
um caminho diferente? 


llustremos, com o auxilio de exemplos, 0 que acabamos de dizer! 


§. Transformagio de uma demonstracéo por absurdo. Voltemos ao raciocinio 
apresentado no item 1. A demonstrag&o partiu de uma situag%o que, eventualmente, 
revelou-se impossivel. Mas retiremos uma parte do argumento que é independente da 


falsa suposigae original e que contém informagao positiva. Reconsiderando o que foi. 


feito, podemos perceber que, pelo menos, isto é verdadeiro: se um conjunto de ni- 
meros for escrito de tal maneira que cada um dos dez algarismos ocorra uma vez 30, 
@ soma do conjunto sera da forma 
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1Ot + (45 — t) = 9(¢ + 5). 


Assim sendo, esta soma é divisivet por 9. O enigma proposto exige, porém que ela 
seja igual a 100. Seré isto possivel? Nao, pois 100 nao é divisivel por 9. 


A demonstracao por absurdo que nos levou a descoberta do argumento desapa- 
receu desta nossa apresentaro. 


A propésito, 0 leitor que conhece a “prova dos noves fora” poder4 agora per- 
ceber, num relance, todo o argumento. 

6. Converséa de uma demonstragéo indireta. Voltemos ao raciocfnio apre- 
sentado no item 3. Reconsiderando cuidadosamente o que foi feito, podemos encon- 
trar no argumento elementos que sdo independentes da falsa suposicdo, mas a melhor 
indica¢do provém de uma reconsideracdo do significado do proprio problema. 


Que queremos dizer ao afirmarmes que a série dos nuimeros primos néo tem 
fim? E claro que apenas isto: quando verificada qualquer série de primos, como 2,3, 
57,4114 P,na qual P €0 Gitimo primo até af encontrado, haverd sempre mais 
um primo. Assim, 0 que devemos fazer para demonstrar a existéncia de uma infini- 
dade de numeros primos? Temos de indicar a maneira de encontrar um primo dife- 
rente de todos os primos até agora encontrados. Deste modo, o nosso “problema de 
demonstracdo” fica, de fato, reduzido a um “‘problema de determinagdo”: Sendo 
dados os ntimeros primos 2, 3, , ........ P, encontrar um novo prima N diferente de 
todos os primos dadas. 


Assim reformulado 0 nosso problema, demos o passo principal. E agora relati- 
vamente simples perceber como utilizar as partes principals do nosso argumento an- 
terior para o novo objetivo. Com efeito, o ntimero 


Q=(2°3+5+ 7+ Ped 


€ certamente divisivei por um primo. Tomemos — esta é a idéia — qualquer divisor 
primo de Q (por exemplo, o menor deles) para NV. (E evidente que, se Q forum 
namero primo, V = @) Como é dbvio, Q dividido por qualquer dos primos 2, 3, 
Byesivncss P deixa por resto 1 e, portanto, nenhum destes nameros poderd ser V, que 
éumdivisor de Q. Mas isto é tudo de que precisamos: N é um numero primo e dife- 
rente de todos os primos 2,3,5, 7, 11....... P até af encontrados. 


Esta demanstraggo proporciona um procedimento que permite prolongar in- 
definidamente a série dos nimeros primos, sem limite. Nada nela 6 indireto, naéo 
€ preciso considerar qualquer situaggo imposs(vel. No entanto, ela e fundamentai- 
mente a mesma demonstra¢do indireta que conseguimos agora converter. 


Descartes, René (1596-1950}, grande matemético e filésofo, planejou a publi- 
cacio de um método universal para resolver problemas, porém deixou inacabadas as 
suas Aegras para a Direcdo do Espirito. Os fragmentos deste tratado, encontrados en- 


tre os seus manuscritos impressos aps a sua morte, contém, com referéncia a solucdo 
de problemas, matéria mais substanciosa — e mais interessante — do que a sua 
obra mais conhecida, o Discours de fa Méthode, embora seja provavel que esta Ulti- 
ma haja sido escrita depois daquelas. A seguinte observacdo de Descartes parece des- 
crever a origem das Regras: “Quando jovem, ao ouvir falar de invengdes engenhosas, 
tentei inventd-las eu proprio, sem nada ter lido dos seus autores. Ao fazé-lo, percebi, 
gradualmente, que estava a utilizar certas regras." 


Diagnéstico é empregado aqui come um termo técnico de Educacao, com o sig- 
niticado de “‘caracterizagao mais rigorosa do aproveitamento do aluno”. Uma nota de 
exame caracteriza esse aproveitamento, mas de forma algo grosseira. O professor que 
desejar melhorar o aproveitamento de seus alunos necessitara de uma caracterizagao 
mais rigorosa dos aspectos bons e maus, assim como o médico, que deseja melhorar a 
saiide de seus pacientes, necessita de um diagnéstico. 

Estamos, aqui, particularmente interessados na eficdcia dos estudantes no que 
se refere & resalugdo de problemas. Como caracterizé-(a? Podemos aproveitar a dis- 
tingdo entre as quatro fases da resolugo. De fato, o comportamente do estudante 
nessas diferentes fases € muito caracteristico. 


A compreensado incompleta do problema, em conseqiiéncia da falta de concen- 
tracdo, talvez seja a deficiéncia mais comum. No que diz respeito 4 concepeao do 
plano e @ visualizag3o de uma idéia geral da resolucda, dois defeitos opostos séo mui- 
to freqientes: alguns alunos atiram-se ao calculo ¢ ao desenho sem qualquer plano 
ou idéia gerat; outros, esperam desajeitadamente que surja alguma idéia e nada fazem 
para apressar a sua apari¢fo. Na execugdo do piano, o defeito mais freqiente 6 o 
desteixo, a falta de paciéncia para verificar cada passo. A omissio da verificapao do 
resultado 6 muito comum: o aluno contenta-se em obter uma resposta, poe de lado. 
© lpis ¢ néo se espanta com os resultados, por mais disparatados que eles forem. 


O professor que fizer um diagnéstico cuidadaso de qualquer defeito deste tipo 
tera oportunidade de corrigi-lo, se insistir em certas indagagdes da nossa lista. 


E possivel chegar ac resultado por um caminho diferente? Quando a resolucdo 
a que finalmente chegamos é longa e complicada, suspeitamos, instintivamente, de 
que haja um outro processo mais claro e cam menos rodeios: £ possivel chegar 30 
resultado por um caminho diferente? E possivel vé-la num relance? Até mesmo 
quando conseguimes encontrar uma resolugio satisfatoria, podemos estar ainda in- 
teressados em achar uma outra, Desejamos nos convencer da validez de um resul- 
tado tebrico por duas dedugées diferentes, da mesma maneira que desejamos perce- 
ber um objeto material por meio de dois sentidos diferentes. Tendo encontrado uma 
demonstracdo, desejamos achar uma outra, assim como desejamos tocar um objeto 
depois de té-lo visto, 
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E melhor dar duas demonstracées do que uma sé. “E mais seguro ancorar com 
dois ferros”. 

1. Exemplo. Calcular a 4rea S da superficie lateral de um tronco de cone 
circular reto, sendo dados o raio da base inferior A, 0 raio da base superior r ea 
altura A, 


* Este probiema pode ser resolvido de varias maneiras. Por exemplo, podemos co- 
nhecer a formula que dé a superficie tateral do cone inteiro. Como o tronco é obtido 
pelo corte de um pequeno cone no cone original, a sua superficie lateral sera a dife- 
renca entre as duas superficies conicas. Resta express4-las em funcdo de A, r eh. 
Aproveitando essa idéia, chegamos finalmente a formula 


Sak tn SR or a 


Tendo, de uma maneira ou de outra, chegado a este resultado, depois de muitos cél- 
culos, podemos querer um argumento mais claro e mais direto, £ possivel chegar 20 
resultado por um caminho diferente? E passivel vé-lo num relance? 


Se desejamos ver intuitivamente todo o resultado, podemos tentar perceber 
© significado geométrico de suas partes. Assim, 6 possivel observar que 


(C7 2 +h 


é a altura inclinada do tronco. (Altura inclinada é um dos lados nao paralelos do tra- 
pézio is6sceles que, girando em torno de uma linha que liga os pontos médios dos 
seus lados paralelos, gera o cone (ver figura 11). 


Figura 11 


Aqui também podemos descobrir que 


2aR + 2nr 


mR+ ry = 2 


€@ a média aritmética dos perimetros das duas bases do tronco. Reparando na mesma 


. parte da férmula, podemos ficar inclinados a escrevé-la sob a forma 


R+r 
2 


mA +r) = 20 


que & a férmula do per/metra de seggo média do tronco. {Chamamos aqui secdo 
média a intersegdo do tronco com um plano paraieto as bases inferior e superior do 
tronco e bissetor de sua altura). 


Chegando a novas interpretagSes das varias partes, podemos ver a formula 
original sob uma luz diferente. Paderemos assim interpreté-la: 


Area = Perfmetro da segdo média X Altura inclinada. 
Lembramo-nos aqui da regra do trapézio: 
Area = Base média X Altura. 


{A segdo média é paralela as duas bases do trapézia e é bissetriz da altura). Ao vermos 
intuitivamente a analogia entre ambas as expresses, referentes, respectivamente, ao 
tronco de cone e ao trapézio, percebemos todo o resultado relativo ao tronco “qua- 
se num relance”. Isto 6, sentimos agora que estamos préximos de uma demonstragao 
curta ¢ direta do resultado alcangado apés demorados célculos. 


2. O exemplo anterior 6 tipico. Nao inteiramente satisfeitos com a maneira 
pela qual chegamos ao resultado, desejamas methord-lo, modificd-lo. Para isto, estu- 
damos 0 resultado, procurando compreendé-lo melhor, ver dele um novo aspecto. 
Podemos primeiro conseguir observar uma nova interpretagio de uma certa pequena 
parte do resultado. Depois, podemes ter a sorte de descobrir um novo modo de con- 
ceber alguma outra parte. 


Pelo exame das vdrias partes, uma apés outra, e tentando diversas maneiras de 
consideré-las, pademos ser levados a ver tinalmente o resultado inteira sob uma nova 
luz, e a nossa nova concepeSo do resultado pode sugerit uma nova demonstracao. 


Deve-se admitir que ¢ mais provavel que tudo isso ocorra a um matematico ex- 
periente que trate de um problema avancado, do que a um principiante que se debate 
com um problema elementar. O matemético, que dispde de vastos conhecimentos, 
esté mais exposto do que o principiante ao risco de mobilizar excesso de conheci- 


mentos e de preparar um argumento desnecessariamente complexo. Em compensa: - 


Gao, 0 matemético experiente encontra-se em melhar posi¢3o do que o principiante 
para apreciar a reinterpretaso de uma pequena parte do resultado e finalmente 
chegar, acumulando essas pequenas vantagens, @ refundir todo 0 resultado. 
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Néo obstante, mesmo em turmas muito elementares, pode ocorrer que os alu- 
Nos apresentem uma resolugio desnecessariamente complicada, Al, endo, o professor 
deve mostrar-Ihes, pelo menos, de vez em quendo, no apenas como resolver o pro- 
blema da maneira mais breve, mas também como encontrat, no propria resultado, in- 
dicagdes da resolucdo abreviada. 


« Ver também DEMONSTRAGAO POR ABSURDO E DEMONSTRAGAO INDIRETA. 


E possivel obter algo de util dos dedos? Temos diante de nés um problema a 
resolver, uma questo em aberto. Temos de encontrar a relacdo entre os dados e a 
incégnita, Podemos representar nosso problema nao resolvido como um espaco aber- 
to entre os dados e a incognita, como uma brecha sobre a qual precisamos construir 
uma ponte. Podemos iniciar a sua construcao de qualquer tado, a partir da incégnita 
Ou a partir dos dados. 


Considere a incégnita! E procure pensar num problema conhecido que tenha a 
mesma incégnita ou outra semefhante. |sto sugere comecar o trabalho a partir da in- 
cégnita. 


Considere os dados! E posstvel obter algo de util dos dados? \sto sugere come- 
Gar © trabalho a partir dos dados. 


Parece que principiar o racioc(nio a partir da incégnita é, de modo gerai, pre- 
ferivel (ver PAPPUS @ REGRESSAO). No entanto, a outra alternativa, a partir dos 
dados, também tem probabilidades de sucesso, muitas vezes deve ser tentada e me- 
tece ser exemplificada 


Exemplo. Sio dados trés pontos A, 8 e C. Tracar uma linha A que passe 
entre B e C, a igual distancia de ambos. 


Quais so os dados? Os trés pontos, A, 8 e C, sdo dados pela sua posicao. 
Tracamos uma figura que mostre os dados (figura 12) 


B 
e 


ec 
Figura 12 


Qual é @ incégnita? Uma linha reta, 


Qual & a condicionante? A \inha procurada passa por A epassaentre 6 e C, 
a igual distancia dos dois. Reunimos a incégnita e os dados numa mesma figura que 
mostra as relagdes necessarias (figura 13). 
B 


Figura 13 c 


Esta figura, sugerida pela definiedo de distancia de um ponto a uma reta, indica os 
ngulos retos implicados nessa definicao. 

A figura, tal como est, parece “muito vazia". A relago entre a reta procura- 
da e os dados A,& e C continua insatisfatoria. A figura precisa de alguma coisa 
mais, alguma linha auxiliar — mas qual? Mesmo um estudante razoavel podera per- 
der-se neste ponto. Ha, naturalmente, muitas coisas a tentar, porém a melhor inda- 
gacdo para ressitué-lo sera: E posstvel obter algo dos dados? 

De tato, quais so os dados? Os trés pontos mostrados e a figura 13, nada mais. 
Nao utilizamos ainda suficientemente os pontos B e C, temos de obter deles algu- 
ma coisa itil, Mas, que podemas fazer com apenas dois pontos? Ligd-los por uma re- 
ta, Assim, tragamos a figura 14. 


B 


c 
Figura 14 
Se superpusermos as figuras 13 e 14, a solucdo podera surgir num lampejo: 
ha dois triangulos retangulos, eles sdo congruentes, apareceu um novo e importan- 
tissimo ponto de intersegao, 


€ possivel reformular 0 problema? & ainda possivel reformutd-lo de outra ma- 
neira? Estas indagacGes visam a uma adequada VARIAGAO 0O PROBLEMA. 
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Volte as defini¢ées. Ver DEFINIGOES 


€ possfvel satisfazer a condicionante? A condicionante é suficiente para deter- 
minar a incégnita? Ou é insuficiente? Ou redundante? Ou contraditéria? 
Estas indagagdes sdo muitas vezes uteis no estagio inicial, quando ainda nao 


Precisamos da tesposta final, mas apenas de uma resposta Proviséria, de uma estima- 
tiva. Para exemplos, ver secdes 8, 18. 


E conveniente prever um aspecto qualquer do resultado que procuramos, 
Quando temos idéia do que esperar, sabemos melhor em que sentido caminhar. Ora, 
uma importante caracterfstica de um problema é 0 ndmero de respostas que ele 
admite. Os problemas mais interessantes so aqueles que admitem uma s6 solugéo: 
somos inclinados a considerar tais problemas como os unicos “razoaveis’. 0 nosso 
problema ser4, neste sentido, “razodvel”’? Se pudermos responder a esta pergunta. 
mesmo que seja por uma estimativa plausivel, o nosso interesse pelo problema au- 
mentard e assim poderemos trabathé-lo melhor. 


Nosso problema sera “‘razodvel’’? Esta pergunta seré util num estagio inicial, 
caso possamos respandé-la com facilidade. Se for diffeil obter a resposta, o trabalho 
que tivermos para obté-la poderé nfo sar compensado pelo aumento do interesse. 
O mesmo 6 verdade quanto & indagardo. E possivel satisfezer @ condicionante? e as 
indagacSes correlatas da nossa lista. Devemos fazé-las Porque @ resposta pode ser 
facil e plausivel, mas n&o insistir nelas quando a resposta parecer diffcit ou obscura. 


As indagagSes correspondentes no caso de “problemas de demonstracdo”’ 
so: E possivel que a proposic&o seja verdadeira? Ou & mais Provavel que ela seja 
falsa? & maneira de apresentar mostra claramente que delas se espera uma estimativa, 
uma resposta provisdria plausivel. 


E possivel utilizar o resultado? Encontrar a solugdo de um problema constitui 
uma descoberta. Se o problema no for diffcil, a descoberta nao serd memoravel, mas 
nao deixaré de ser uma descaberta. Ao fazermos uma Gescoberta, por mais modesta 
que seja, ndo devemos deixar de investigar se ndo haverd mais alguma coisa por detras 
dela, no devemos perder as possibilidades oferecidas pelo novo resultado, devermos 
tentar utilizar de novo o procedimento adotado. Explore o seu sucesso! & possivel 
utilizar 0 resultado, ou 9 método, em algum outro problema? 


1. Podemos facilmente imaginar novos problemas se estivermos fami- 
liarizados com os principais meios de variagdo do problema, tais como GENERALIZA- 
GAO, PARTICULARIZAGAO, ANALOGIA, DECOMPOSIGAO E RECOMPOSICAO. Partimos 
de um problema proposta, dele derivamos outros pelos meios que acabam de ser 
mencionados, dos problemas assim obtidos derivamos ainda outros e assim por 
diante. Em teoria, o processo é indefinido mas, na pratica, raramente é poss/vel 


levé-lo muito longe, pols os problemas que assim obtemos tendem a ser inacess{veis. 
4 


Por outro !ado, podemos preparar novos problemas que possam ser facilmente 
resolvidos com o auxflio da solugio de um problema anteriormente resolvido, mas 
tais novos problemas féceis tendem a ser desinteressantes. 


Nao € fécil encontrar problemas que sejam, ao mesmo tempo, interessantes € 
acessiveis. Para isso, precisamos de experiéncia, discernimento e sorte. No entanto, 
ndo devemos deixar de procurar outros bons problemas quando conseguimos resolver 
um deles. Bons problemas e cogumelos de certas espécies tém alguma coisa em co- 
mum: eles medram em grupos. Encontrando um, olhe em torno, pois hd boas proba- 
bilidades de que muito perto encontram-se outros. 

2. Vamos ilustrar alguns pontos acima tratados com o auxilio da mesmo 
exemplo exposto nas secdes 8, 10, 12, 14, 15. Assim, principiaremos com o seguin- 
te problema: 

Dada as trés dimensées {comprimento, largura ¢ altura} de um paralelep(pedo 
retangulo, calcular a diagonal. 

Se conhecermos a solucdo deste problema, poderemos facilmente resolver qual- 
quer um dos problemas seguintes (dos quais os dois primeiros ficaram quase enun- 
ciados na secdo 14). 

Dadas as tras dimensGes de um paralelepipedo retangulo, calcular o raio da es- 
fera circunscrita. 

A base de uma pirémide é um retanguio cujo centro é o pé da altura da pirémi- 
de. Dados a altura de uma piramide e os lados da sua basa, calcular as arestas laterais. 

Dadas as coordenadas retangulares (x1, ¥1, 21), (x2, ¥2,Z2) de dois pontos 
no espago, calcular a distancia entre eles. 

Resolvemos facilmente estes problemas porque eles pouco diferem do proble- 
ma original, cuja solugda conhecemos. Em cada caso, acrescentamos alguma nocdo 
Nova ao nosso problema original, como sejam, esfera circunscrita, piramide, coorde- 
Nadas retangulares. Tais nogdes sdo facilmente acrescentadas e facilmente eliminadas, 
de modo que, ao nos livrarmos delas, cairemos de volta ao nosso problema original. 


Os problemas acima apresentam certo interesse porque as noges introduzidas 
no problema original séo interessantes. O Gitimo problema, aquele da distancia entre 
dois pontos dados por suas coordenadas retangulares, ¢ ainda mais importante por 
causa da importancia que tém as coordenadas retangulares. 

3. Eis aqui outro problema que pode ser facilmente resolvido se conhecemos 
a salucdo do nosso problema original: dados o comprimento, a largura e a diagonal de 
um paralelepipedo retangulo, calcular a sua altura. 

De fata, a saludo do nosso problema original consiste em estabelecer a relagdo 
entre quatro grandezas: as trés dimensdes do paralelepfpedo e a sua diagonal. Sendo 
dadas trés quaisquer dessas quatro grandezas, poderemos calcular a quarta a partir da 
relacdo entre elas. Teremos, assim, resalvido 0 novo problema. 


65 


Temos aqui um models para obter problemas de resolugdo facil a partir de pro- 
blemas que jé tenhamos resolvido: consideramos a incognita do original como o dado 
e um dos dados originais como a incdgnita. A relagdo que liga a incégnita aos dados é& 
a mesma em ambos os problemas, o velho e o novo. Uma vez achada esta relagdo 
num, podemos utilizé-la também no outro. 


Este modelo de derivagéo de novos problemas, pela troca de papéis, é muito 
diferente do modelo seguido no item 2, 


4. Derivemos agora alguns novos problemas por outros meios: 


Uma generalizaggo natural do Noss problema consiste no seguinte: Calcular 
a diagonal de um paralelepipedo, sendo dadas as trés arestas que partem de uma 
extremidade da diagonal e os trés angulos formados por essas arestas. 


Por particularizacdo, chegamos ao seguinte problema: Calcular a diagonal de 
um cubo de aresta dada. 


Podemos ser levados por analogia a uma inexaurivel variedade de problemas. 
Eis aqui uns poucos, derivados daqueles tratados no item 2: Calcular a diagonal de 
um octaedro regular de aresta dada; calcular o raio da esfera circunscrita a um te- 
‘traedro regular de aresta dada; dadas as coardenadas geograticas (latitude e longitude} 
de dois pontos da superficie da Terra (que consideramos uma esfera), calcular a sua 
distancia esférica. 


Todos estes problemas s&o interessantes, mas somente aquele obtido por par- 
ticularizago pode ser imediatamente resolvide com base na solugdo do problema 
original. 


§. Podemos obter novos problemas a partir do problema propasto, se cansi- 
derarmos alguns dos seus elementos como variaveis. 


Um caso especial do problema mencionado no item 2 é calcular 0 raio de uma 
esfera circunscrita a um cubo cuja aresta é dada. Consideremos como fixos o cubo e 0 
centro comum ao cubo e a esfera, mas facamos variar o raio da esfera. Se este for 
pequeno, a esfera ficard contida no cubo. A medida que o raio cresce, a esfera se ex- 
pande (como um balado de borracha que se est4 enchendo). Num certo momento, a 
esfera toca as faces do cubo; um pouco depois, as suas arestas; mais tarde, a esfera 
passa pelos vértices. Quais as valores que o raio assume nestes trés momentos 
criticos? 


6. A experiéncia metematica do estudante estaré incompleta se ele nunca 
‘tiver uma oportunidade de resolver um problema /nventado por ele proprio. O pro- 
fessor pode mostrar a derivacdo de novos problemas a partir de um outro que acaba 
de ser resolvido e, assim fazendo, despertar a curiosidade de seus alunos. O professor 
pode, também, deixar alguma parte da invencdo aos alunos. Por exempio, ele pode 
descrever o caso recém-mencionado (item 5) da esfera que se expande e indagar: 
“CO que tentaria calcular? Que vatar do raio apresenta interesse particular? 


E poss(vel vorificar o resultado? & passive! verificar o argumento? Uma boa 
resposta a estas indagagées reforca a nossa confianga na solucda e contribui para a 
solidez Jos nossos conhecimentos. 


1. Os resultados numéricos de problemas mateméticos podem ser verificados 
pela comparacdo com nimeros observades ou por estimativa judiciosa de nimeros 
observaveis. Como os problemas que surgem de necessidades praticas, ou da curiosi- 
dade natural, quase sempre objetivam fatos, seria de esperar que tais comparacGes 
com fatos observaveis raramente fossem omitidas. No entanto, como sabem todos os 
profassores, os estudantes conseguem coisas incr(veis a este respeito. Alguns deles nao 
ficam, de modo algum, descancertados quando encontram 4.839 metros para 0 com- 
primenta de um navio e 8 anos e 2 meses para a idade do seu comandante, do qual se 
sabe, a propdsito, que ja é avd. Este desprezo pelo dbvio no revela, necessariamente, 
imbecilidade e sim indiferenca para com problemas artificiais. 


2. Os problemas “‘literais” sio suscept(veis de verificagSes mais variadas e 
mais interessantes (ver sec&o 14). Como outre exemplo, consideremos um tronco de 
piramide de base quadrada. Se o lado da base inferior for 3, 0 lado superior & 
e a altura do tronco /, encontraremos o volume 


? + ab + b? 
a ab h 
3 


Podemos verificar esta formula por PARTICULARIZAGAO. De fato, se a = b, 0 
tronco reduzir-se-4 a um prismae a formula passaréa a7h. Se b = 0, 0 tronco torna- 
se uma piramide e a férmula seré a? A. Podemos aplicar af OTESTE DIMENSIONAL. 
3 

Com efeito, a expresséo tem por dimensdo o cubo de um comprimento. Aqui tam- 
bém podemos verificar a férmula pela variagdo dos dados. De fato, se qualquer uma 
das quantidades positivas a, & e A aumentar, o valor da expressfo também 
aumentara. 


Testes destes tipos podem ser aplicados nao s6 ao resultado final como a resul- 
tados intermediarios. Eles séo tao Gteis que vale a pena preparar-se para aprovei- 
té-los (ver VARIAGAO DO PROBLEMA, 4). Para utilizar tais testes,ha vantagens em ge- 
neralizar um “problema numérico” e transformd-io num “problema literal” (ver 
GENERALIZACAO, 3). 


3. & possivel verificar o argumento? Pela verificago do argumento, passo a 
passo, evitaremos a mera repeticdo. Primeiro, a simples repeticdo torna-se enfadonha 
@ cansativa e nao é instrutiva, Segundo, se errarmos uma provavelmente erraremos 
outras vezes, caso as circunstancias forem as mesmas. Se sentirmos a necessidade de 
vefazer, passo a passo, todo o argumento, deveremas pelo menos alterar a ordem des- 
ses passos, ou agrupé-los, para introduzir alguma variago. 
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4, € menos trabalhaso e mais interessante tomar o ponto mais fraco do argu- 
mento e examind-lo em primeiro lugar. Uma indagacdo muito til para a escolha da- 
queles pontos cujo exame valha a pena é: UTILIZOU TODOS OS DADOS? 


5. Esté claro que o conhecimento néo-matematico ndo se pode basear intei- 
ramente em demonstragSes formais. A parte mais sélida do nosso conhecimento 
corrente € continuamente testada e reforcada pela nossa experiéncia cotidiana. Os 
testes de observacao sdo realizados com maior sistematizacdo nas ciéncias naturais. 
Eles tomam a forma de experiéncias e medigdes cuidadosas e sfo combinados com o 
racioc{nio matematico nas ciéncias fisicas. O nosso conhecimento matematico pode- 
ré baseat-se exclusivamente em demonstragdes formais? 


Esta é uma questo filosfica, que ndo podemos debater aqui. E certo queo meu 
conhecimento matemético, o seu ou o dos alunos nao se apdia apenas em demonstra- 
gGes formais. Se houver algum conhecimento sélido, ele tera uma ampla base experi- 
mental, que se amplia a cada problema cujo resultado for verificade com sucesso. 


Eis um problema correlato que jé foi antes rasolvido. Esta é uma boa noticia: 
um problema cuja solucdo se conhece e que é relacionado com o nosso presente pro- 
blema torna-se certamente bem-vindo, Ele o seré ainda mais, se a relagdo for fntima 
@ a soluc3o for simples. Hé boas probabilidades de que tal problema seja Util na reso- 
lug&o do nosso. 


A situac3o que aqui apresentamos é t(pica e importante. Para percebé-la com 
clareza, comparemo-ia com a em que nos encontramos quando trabalhamos com um 
problema auxiliar. Em ambos os casos, 0 nosso objetivo 6 resolver um certo problema 
A e introduzirmos e examinarmos um outro problema & na esperanga de que po- 
deremos obter alguma vantagem, para a resolugdo do problema proposto A, do 
exame do problema &. A diferenga esté‘na nossa relagdo paracom 8. Aqui, conse- 
guimos nos lembrar de um velho problema 8, cuja solugéo conhecemos, mas néo 
sabemos ainda como utilizé-la. La, conseguimos inventar um nove problema 8, que 
sabernos utilizar (ou, pelo menos, disso temos fortes suspeitas}, mas ndo sabemos 
ainda como resolvé-lo. A diferenga entre as duas situagdes estd na nossa dificuldade 
em relaggo a 8. Superada esta dificuldade, poderemos utilizar 8 da mesma ma- 
Neira em ambos 0s casos; poderemos utilizar o resuftado ou 0 método {como se expli- 
caem PROBLEMA AUXILIAR, 3) e, se tivermos sorte, poderemos utilizar tanto o 
resultado quanto o método. Na situacdo aqui considerada, conhecemos bem a solu- 
Ho de 8 mas nio sabemos ainda como utiliz-la. Portanto, indagamos: & poss/vel 
utilizar 0 seu resultado2 E possivel utilizar o seu método? 


A intengio de utilizar um problema j4 antes resotvido influencia a nossa con- 
cepede do presente problema. Na tentativa de relacionar os dois problemas, o velho & 
9 novo, introduzimos no novo, elementos que correspondam a certos importantes 
elementos do vetha. Seja o nosse problema, determiner a estera circunscrita a um da- 


do tetraedro. Trata-se de um problema de Geometria Espacial. Podermos nos lembrar 
de que jé resolvemos anteriormente o problema andlogo de Geometria Plana que con- 
siste em tragar um circulo circunscrito a um dado tridngulo. Lembramo-nos, ento, 
de que, no velho problema de Geometria Plana, havfamos utilizado perpendiculares, 
bissetrizes dos lados do triangule. E razoavel tentar a introdugio de algo semelhante 
no presente problema. Isto poderé nos levar a introduzir, como elementos auxiliares 
correspondentes, planos perpendiculares bissetores das arestas do tetraedro, Esta 
idéia nos facilitaré a resolugéo do problema de Geometria Espacial pela resolugao 
andloga do problema de Geometria Plana. 


O exemplo citado é tipico. A consideraco de um problema anteriormente re- 
solvido nos leva 4 introdu¢ao de elementos auxiliares adequades, os quais nos permi- 
tem utilizar, com toda a vantagem, o problema auxiliar na resalu¢do do nosso pre- 
sente problema. Procuramos este efeito quando, pensando na possivel utilizacdo de 
um problema correlato j4 antes resolvido, indagamos: Deve-se introduzir algum ele- 
mento auxiliar para possibilitar a sua utilizago? 


Eis um teorema correlato que j4 foi antes demonstrado. Esta verséo da obser- 
vacdo aqui tratada estd exemplificada na segdo 19. 


Elementos auxiliares, A nossa concepedo do problema é mais ampia no fim do 
trabalho do que no principio (PROGRESSO & CONSECUGAO, 1). A medida que pro- 
gride o trabalho, acrescentamos novos elementos aqueles ariginalmente considerados. 
Um elemento que introduzimos na esperanga de que ele venha a facilitar a resolucao 
é chamado de efemento euxiliar. 


1. Ha elementos auxiliares de varios tipos. Ao resolvermos um problema geo- 
métrico, podemos acrescentar novas linhas a figura, /inhas auxifiares. Ao resolvermos 
um problema algébrico, podemos adotar uma /ncdgnita auxiliar (PROBLEMA AUXI- 
LIAR, 1). Teorema auxiliar é aquele cuja demonstracdo empreendemas na esperanga 
de facilitar a resoluggo do nosso poblema original. 

2. Ha diversos motives para a introducdo de elementos auxiliares. Ficamos 
satisfeitos quando conseguimos relembrar um problema correlato que ja foi antes 
resolvido. E provavel que possamos utilizar um tal problema, mas ainda ndo sabemas 
como. Por exemplo, o que estamos tentando resolver é um problema geométrico e 
© problema correlato, que jf foi antes por nés resolvido, e que agora conseguimos 
relembrar, refere-se a triangulos. No entanto, no aparece nenhum tridngulo na nossa 
figura; para fazermos qualquer uso do problema relembrado teremos de ter um tri- 
Angulo; por conseguinte, precisamos introduzir um, acrescentando linhas auxiliares 
adequadas a figura. De modo geral, tendo recordado um problema anteriormente re- 
solvido e desejando utilizé-lo no problema atual, precisamos muitas vezes Indagar: 
Devemos introduzir um elemento auxiliar a fim de possibilitar sua utilizagio? (O 
exemplo da secdo 10 € tfpico}. 
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Voltando 4s definigdes, teremos uma outra oportunidade de introduzir ele- 
mentos auxiliares, Por exemplo, para explicar a definig&o do cfrculo devemos n&o 
s6 mencionar o centro @ 0 raio, como também introduzir estes elementos geométri- 
cos na figura. Sem isto, nfo poderemos fazer qualquer uso concreto da definigdo. 
Nao basta o enunciado da definicdo, é preciso desenhar as coisas definidas. 


As tentativas de utilizar resultados conhecidos e a volta as definicdes estado 
entre os melhores motives para introduzir elementos auxiliares, mas ndo sdo os uni- 
cos. Podemos acrescentar elementos auxiliares 4 nossa concepedo co problema a fim 
de torné-la mais rica, mais sugestiva, mais familiar, muito embora mai saibamos co- 
mo utilizar os elementos introduzidos. E possivel que persemos que a concepcdo do. 
problema dessa forma, com tais e tais elementos acrescentados, seja uma “idéia 
brilhante”. 


O motivo para a introdugdo de um elemento auxiliar poderé ser este ou aquele, 
mas precisamos ter um motivo. Néo devemos intraduzir i 
elemento auxiliar. 


\justificadamente qualquer 


3. Exempla. Construir um triangulo sendo dados um Angulo, a altura traga- 
da a partir do vértice do angulo dado e o perimetro do tridngulo. 


Adotamos uma notapdo adequada. Sejam a o Angulo dado, f a altura dada a 
partir do vértice A de a e p o perimetro dado, Tracamos uma figura na qual si- 
tuamos com facilidade a e 4. Utilizamos todos os dados? No, a figura nao indica 
© perfmetro dado p, que deveré ser igual ao perimetro do triangulo. Por conseguin- 
te, teremos de introduzir p. Como fazé-lo? 

Podemos tentar introduzir p de varias maneiras, As tentativas mostradas nas 
figuras 15 e 16 parecem desajeitadas. Se tantarmos esclarecer a nds préprios porque 
elas paracem to insatisfatorias, poderemos perceber que thes falta simetria. 


A 


Figura 15 


P 
Figura 16 


De fato, o triangulo tem trés lados desconhecidos, a, b e c. Chamamos de 4, 
como é habitual, o lado oposto a A. Sabemos que 


atbt+c=p 


Ora, os lados 6 e ¢ dasempenham o mesmo papel; eles sd intercambiaveis; 0 nosso. 
problema é simétrico em relagio a b e c. Mas b e c nio desempenham papéis 
id&nticos nas figuras 9 e 10; ao acrescentarmos p, tratamos b ¢ c diferentemente; 
essas figuras estragam a simetria natural do problema com referénciaa & e ¢. Deve- 
remos colocar p de tal maneira que ele mantenha a mesma relagda com 6 e€ come, 
Esta consideragdo poderd ser util por sugerir a colocagiio de p como se vé na figura 
17. Acrescentamos ao !ado 2 do tridngulo o segmento CE, de comprimento 6, pa- 
ra um lado e 0 segmento 8D, de comprimento c, para o outro lado, de modo a 
que p apareca na figura 17 como a linha ED de comprimento 


btate=p 


Figura 17 


Se j4 tivermos experiéncia em resolver problemas de construgZo geométrica, ndo dei- 
xaremos de introduzir na figura, juntamente com £D, as linhas auxiliares AD e 
AE, cada uma das quais é a base de um tridngulo isosceles. De fato, nfo € desproposi- 
tado introduzir, no problema, elementos particularmente simples e familiares, como 
0 tridngula isésceles. 
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Tivemos sorte em acrescentar as linhas auxiliares. Pelo exame da nova figura, 
podemos verificar que < EAD mantém uma relacéo simples com o angulo dado 
a. De fato, utilizando os triangulos isdsceles AA&D e AACE, veriticamos que 
< DAE = + 90°. Depois desta observacdo, & natural tentar construir A DAE e 
assim introduzimos um problema auxiliar que é muito mais facil do que o problema 
original. 

4, Os professores e os autores de livros diddticos no devem esquecer que 
estudante inteligente eo LEITOR INTELIGENTE nao se satisfazem em verificar que 
os passos do raciocinio estéo corretos, mas desejam também conhecer a motivacdo e 
a finalidade dos vérios passos. A introduc&o de um elemento auxiliar constitu um 
passo notavel. Se uma linha auxiliar surgir abruptamente na figura, sem qualquer mo- 
tivagdo, e surpreendentemente resolver o problema, os estudantes e leitores inteli- 
gentes ficarao decepcionados, sentir-se-do burtados. A Matematica é interessante na 
medida em que ocupa as nossas faculdades de racioc(nio e de invengda. Mas nada se 
aprenderé sobre raciocinio ou invengdo se a motivagdo e a finalidsde do passo mais 
notével permanacer incompreensivel. Tornar tais passos compreensiveis por meio de 
observagées apropriadas (como no item 3, acima) ou de indagagdes e sugestdes cuida- 
dosamente escolhidas (como nas segées 10, 18, 19, 20) exige muito tempo e esfarso, 
mas pode valer a pena. 


Enigmas. Conforme ficou dito na segdo 3, as indagagdes e sugestdes da nossa 
relacZo independem do assunto e se aplicam a qualquer tipo de problema. Seria in- 
teressante verificar esta afirmativa aplicando-a enigmas diversos. 


Tomem-se, por exemplo, as palavras 
MEXER NA ROTINA DIRETA. 


O problema consiste em encontrar um “anagrama”, isto 6, uma outra palavra forma- 
da por um rearranjo das letras contidas nas palavras dadas. E interessante observar 
que, para resolver este enigma, diversas das perguntas da nossa lista so aplicaveis.e, 
mesmo, estimulantes, 


Qual é 2 incdgnita? Uma palavra. 
Quais séo os dados? As quatro palavras MEXER NA ROTINA DIRETA. 


Qual é a condicionante? A palavra procurada tem dezenove letras, as que for- 
mam as quatro palavras dadas. Trata-se, provavelmente, de uma palavra que nao é 
multo rara, 


Trace uma figura, & bem util marcar dezenove espagos em branco 


E possivel reformular o problema? Temos de encontrar uma palavra formada 
pelas seguintes letras, dispostas de alguma maneira: 


AAAEEEIIO DMNNRARRTTX. 


Esta é, de fato, uma reformulagdo do problema apresentado, que pode apresentar 
vantagens (ver PROBLEMA AUXILIAR, 6}. Ao separarmos as vogais das consoantes 
{isto & importante, a ordem alfabética nao o 6) vislumbramos um novo aspecto do 
problema. Assim, vemos agora que a palavra procurada tem nove sflabas, a menos 
que contenha algum ditongo. 


Se ndo puder resolver o problema proposto, procure primeiro resolver algum 
problema correlato. Um problema correlato seria formar palavras usando apenas al- 
gumas das letras dadas. E certamente possfvel formar assim palavras curtas. Em 
seguida, tentarfamos palavras cada vez mais compridas. Quanto mais letra usarmos, 
mais nos aproximaremos da palavra procurada. 


E possivel resolver parte do problema? A palavra procurada é tao comprida que 
ela deve conter partes distintas. Provavelmente se trata de uma palavra composta ou 
derivada de uma outra pelo acréscimo de um sufixo corrente. Qual poderé ser esse 
sufixo corrente? 


Mantenha apenas uma parte da condicionante e deixe a outra de /ado. Podemos 
pensar numa palavra longa que contenha até nove s{labas e relativamente poucas Con- 
soantes, uma das quais é a letra X. 


As indagagdes e sugestes da nossa lista nao podem fazer milagres. Elas néo nos 
podem fornecer solucdes para todos os enigmas poss(veis sem que haja algum esfor- 
go de nossa parte. Se o leitor desejar encontrar a palavra, ele que continue a tentar e 
a pensar nela. © que as indagages @ sugestdes podem fazer 6 “manter a bola em 
jogo”. Quando, desanimados pelo insucesso, ficamos inclinados a abandonar o pro- 
blema, elas poderao indicar uma nova tentativa, um novo aspecto, uma nova variante 
do problema, um navo estimulo: elas poderso nos manter a pensar. 


Por outro exemplo semelhante, ver DECOMPOSIGAO E RECOMPOSICAO, 8. 


Equacionamento 6 como traducdo de uma lingua para outra (ver NOTAGAO, 
1). Esta comparac3o, usada por Newton na sua Arithmetica Universalis, pode con- 
tribuir para esclaracer a natureza de certas dificuldades muitas vezes encontradas, 
tanto por estudantes como por professores. 


1, Equacionar significa expressar por simbolos mateméticos uma condicio- | 
nante que esté formulada por palavras; 6 a tradugdo da linguagem corrente para a lin- 
guagem das férmulas matemiaticas. As dificuldades que podem surgir no equaciona- 


mento sdo dificuldades de traducdo. 
‘Ki 
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Para traduzir uma frase do inglés para o portugués, duas coisas so necessdrias. 
Primeiro, precisamos compreender integralmente a frase inglesa. Segundo, precisamos 
estar familiarizados com as formas de expresdo peculiares 4 !{ngua portuguesa. A 
situacgdoé muito semelhante quando tentamos expressar por meio de s(mbolos mate- 
méticos uma condicionante proposta em palavras. Primeiro, precisamos compreender 
integralmente a condicionante. Segundo, precisamos estar familiarizados com as for- 
mas de expressdo matematica. 


Uma frase do inglés sera muito facil de traduzir para o portugués se ela puder 
ser trasladada palavra por palavra. Mas ha expressdes idiomdaticas inglesas que ndo 
podem ser traduzidas literalmente para o portugués. Se a nossa frase contém tais 
expressGes, a traducdo torna-sa dificil; temos de prestar menos atencao a cada pala- 
vra e mais ao significado inteiro; antes de traduzir a frase, podemos precisar 
rearrumé-la. 


O que ocorre no equacionamento 6 muito semethante. Em casos simples, o 
enunciado verbal divide-se, quase automaticamente, em partes sucessivas, cada uma 
das quais pode ser escrita em simbolos matematicos. Em casos mais dif{ceis, a condi- 
cionante contém partes que néo podem ser imediatamente traduzidas por sfmbolos 
matematicos. Quando isto ocorre, precisamos prestar menos aten¢do ao enunciado 
verbal e concentrarmo-nos em seu significado. Antes de comecarmos, precisamos re- 
formular a condicionante, levando em conta, 30 fazé-lo, os recursos de que dispoe 
a notacdo matemiatica. 


Em qualquer caso, facil ou dificil, precisamos compreender a condicionante, 
separar as suas varias partes e indagar: Pode anoté-las por escrito? Nos casos faceis, 
conseguimos sem dificuldade dividir a condicionante em partes que podem ser 
escritas em sfmbolos mateméaticos; nos casos diffceis, a divisio adequada da con- 
dicionante torna-se menos dbvia. 


A explicagao precedente deve ser relida depois do estuda des exemplos 
seguintes, 

2. Encontrar dois nimeros cuja soma 6 78 e€ cujo produto é 1 296. 

Dividimos a pagina ao meio por uma linha vertical. Num dos lados escrevernos 
© enunciado verbal, dividido em partes apropriadas. No outro, escrevemos signos 
algébricos, opostes as partes correspondentes do enunciado verbal. O original fica 4 
esquerda, a traducdo em s(mbolos, a direita. 


Formutagdo do problema 


em linguagem corrente em linguagem algébrica 


Encontrar dois numeros x OY 
cuja sora seja 78 xty = 78 
cujo produto seja 1 296 xy = 1206 


Neste caso, o enunciado verbal divide-se, quase automaticamente, em par- 
tes sucessivas, cada uma das quais pode ser imediatamente escrita em simbolos 
matematicos. 


3. Calcular a largura e a altura de um prisma reto, de base quadrads, sendo 
dados 0 volume, 63 cm, e a drea da superficie, 102 em. 


Quais sSo0 as incégnitas? O ‘ado da base, seja x, e a altura do prisma, seja y. 
Quais so os dados? O volume, 63, € @ drea, 102. 


Quel é a condicionante? O prisma cuja base ¢ um quadrado de lado x ecuja 
altura é y deve ter o volume 63 a drea 102, 


Separe as diversas partes da condicionante. Ha duas partes; uma relativa ao vo- 
lume; outra, & area, 


Nao hé que hesitar em dividir toda a condicionante exatamente nestas duas 
partes, mas ndo podemos escrever tais partes “imediatamente’”. Precisamos saber 
como calcular a volume e as varias partes da drea. No entanto, se 9 nosso conheci- 
mento de Geometria chegar até af, pocemos facilmente reformular ambas as partes 
da condicionante, de modo a tornar viavel a sua traducdo em equacdes. Escrevemos 
ao lado esquerdo da pagina um enunciado do problema, essenciaimente rearrumado 
e ampliado, pronto para ser traduzido em linguagem algébrica. 


De um prisma reto de 


base quadrada, 

caicular o fado da base x 
eaaltura, y 
Primeira, E dado o volume 63 
A drea da base, que 6 um 

quadrado de lado x, x 
eaaltura y 


determinam o volume, 


que 6 0 seu produto. xy = 63 
Segundo. E dada 

a 4rea da superffcie, 102 

A superficie consiste em 

dois quadrados de lado x 2x? 

€ quatro retangulos, cada um 

de base x ealtura y. axy 


cuja soma é a respectiva rea, 2x? + dxy = 102. 


4, Dadas a equagdo de uma reta @ as coordenadas de um ponte, determinar 
uM outro ponto que seja simétrico ao ponto dado em relacdo 4 reta dada. 


Trata-se de um problema de Geometria Anat/tica plana. 


ri) 
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Qual é a incégnita? Um ponto, sejam p,q, suas coordenadas. 
Quais sfo os dados? A equaco de uma reta, seja y = mx + A, eum ponto, 
sejam a,b as suas coordenadas. 


Quaf é a condicionante? Os pontos (2, b) e (p, gq} sfo simétrices em relagdo 
areta y = mx +n, 


Chegamos agora a dificuidade essencial, que é dividir a condicionante em par- 
tes que possam, todas elas, ser expressas na linquagem da Geometria Anal(tica. A 
natureza desta dificuldade deve ser bem compreendida. A decomposicéo da condi- 
cionante em partes pode ser logicamente aceitdvel e. no entanto, indtil. O que pre- 
cisamos aqui 6 de uma decomposi¢4o em partes que possam ser expressas analitica- 
mente. Para encontrar uma tal decomposi¢So, precisamos voltar 4 defini¢do de sime- 
tris, mas sem perder de vista os recursos da Geometria Analitica. Que quer dizer 
simetria em relagdo a uma reta? Quais as relagSes geométricas que podemos expres- 
sar simplesmente pele Geometria Analitica? Concentramo-nos na primeira pergunta, 
mas ndo devernos esquecer a segunda. Deste modo, poderemos chegar, finalmente, 4 
decomposi¢so que passamos 2 enunciar. 


© ponto dado {a, 6) 

@ 0 ponte pedido ( 4 ) 

esto de tal modo relacionados que, ee 
primeiro, a linha que os tiga q-b 1 
é perpendicular a linha dadae, pa  @m 
segundo, 0 ponto média da linha bt+gq atb 
que os liga esté sobre a reta dada, Dll mga 


Examine a sua suposigo. A sua suposigSo pode estar carreta, porém, por mais 
forte que ela seja, seria tolice aceité-la como uma verdade comprovada, como o fazem 
os primitivos. Ela pode estar errada. Mas seria outra tolice desprezar inteiramente 
uma viva suposigéo — como os pedantes as vezes fazem. Hé certas suposigdes que 
merecem ser examinadas e levadas a sério: aquelas que nos ocorrem depois de real- 
mente compreendido e atentamente examinado um problema no qual estamos sin- 
certamente interessados. Estas, em geral, contém pelo menos um fragmento da 
verdade, embora, ¢ evidente, muito raramente revelem toda a verdade. No entanto, 
h& possibilidades de extrair toda a verdade se examinarmos adequadamente uma 
tal conjectura. 


- Muitas suposigées revelam-se erradas e, ndo obstante, foram Uteis para con- 
duzir a uma outra melhor. 


Nenhuma idéia é inteiramente m4, a menos que ndo se tenha espirito critico. 
O que é realmente mau é no ter nenhuma idéia. 


1. O que nao se deve fazer. Eis uma estéria critica a respeite de um certo 
sr. Silva, que trabalhe para uma determinada companhia. Ele contava com um pe- 
queno aumento de salério, mas a sua esperanga, como tantas vezes ocorre com as 
esperangas, ndo se concretizou. Os saldrios de alguns de seus colegas foram au- 
mentados, mas nfo o seu. O sr. Silva nao pade aceitar isso calmamente e comecou 
a se preocupar, até que, finalmente, suspeitou de que o Diretor Sousa era o respon- 
sivel por no ter ele sido aumentado. 


No podemos censurar o sr. Silve por conceber uma tal suspeita, pois alguns 
indicios apontavam para o Diretor Sousa. O erro real estava em que, depois de ter 
a suspeita, o sr. Silva ficou como que cego para todos os outros indicios que aponta- 
vam para uma diregdo diferente. Na sua preocupacdo, ele passou a acreditar firme- 
mente que o Diretor Sousa era seu inimigo pessoal e quase conseguiu tornd-lo seu 
‘inimigo real. 

O problema com o sr. Silva é que ele se comporta como a maioria das pessoas. 
Ele nunca muda as suas opini&es maiores. Muda com freqiéncia e repetidamente as 
suas opinides menores, mas nunca duvida de suas opinides, maiores ou menores, 
enquanto as mantiver. Ele nunca duvida delas, nem as questiona, nem as examina 
com espirito critico — ele odiaria particularmente o exame critico, se compreendes- 
se 0 que isto quer dizer. 


Admitamos que, até certo ponto, o sr. Silva esteja certo. Ele é um homem 
ocupado, que tem seus afazeres no escritério e em casa. Portanta, dispde de pouco 
tempo para duvidar ou examinar. O melhor que ele poderia fazer seria examinar 
apenas umas poucas de suas convicgdes, mas por que duvidar de uma delas, se ele 
ndo tem tempo para examinar essa divida? 


Seja como for, ndo faca como 0 sr. Silva. N&o permita que a sua suspeita, ou 
suposigg0, ou conjectura cresca até se tornar inerradicavel. De qualquer maneira, 
em questdes teéricas, as melhores idéias so prejudicadas pela aceitacdo sem critica 
e melhoram com o exame critico. 


2. Um exemplo matematico. De todos os quadrilateros de um daclo peri- 
metro, qual aquele que tem 3 maior érea? 

Qual 6a inedégnita? Um quadrilétero. 

Quais sfo os dados? E dado o perimetro do quadrildtero. 


Qual é a condicionante? A drea do quadrilétero procurado deverd ser maior 
do que a de qualquer outro quadrildtera que tenha o mesmo perimetra, 


Este problema 6 muito diferente daqueles que aparecem habitualmente na 
Geometria elementar e, portanto, ¢ muito natural que comecemos a conjecturar. 


Qual o quadrildtero que apresenta mais probabilidades de ser o de maior drea? 
Qual seria a suposic¢go mais simples? E poss{vel que j4 tenhamos ouvido que, de 
todas as figuras de mesmo perimetro, de maior drea 6 0 cfrculo e podemos mes- 
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mo suspeitar de alguma razdo para esta afirmativa. Ora, qual é 0 quadrilétero que 
mais 52 assemelha ao cfrculo? Qual aquele que mais se acsemetha a este em simetria? 


© quadrado é wma suposic¢éo bem Sbvia. Se tomamos a sério esta suposigio, 
precisamos compreender o que ela significa, Devemos ter a coragem de enuncia-la: 
“De todos os quadriléteros de um dado perimetro, o quadrado é aquele que tem a 
maior drea”’. Se nos decidimos a examinar esta afirmativa, a situagdéo muda de fi- 
gura. Tinhamos originalmente um “problema de determinagdo”. Depois de formu- 
lar a nossa suposicdo, passamos a ter um “problema de demonstracéo”. Cabe-nos 
agora demonstrar ou refutar 0 tearema formulado. 


$e ndo conhecermos nenhum problema semelhante a este e que ja tenha sido 
antes resolvido, poderemos encontrar sérias dificuldades na nossa tarefa. Se ndo pu- 
der resolver o problema proposto, procure antes resolver um problema correlate. 
E possivel resolver uma parte do problema? Pode-nos ocorrer que, se 0 quadrado 6 
privilegiado entre os quadrildteros, ele deveré também, por isto mesmo, ser privi- 
legiado entre os ret&ngulos, Uma parte do nosso problema poderia ser resolvida se 
pudéssemos demonstrar o seguinte enunciado: “De todos os retangulos de um dado 
perimetro, o quadrado é aquele que tem a maior drea"’. 


Este problema parece mais acess{vel que o anterior; ele 6, evidentemente, 
mais fraco. De qualquer modo, devemos compreender o seu significado; devermos 
ter a coragem de reformuld-Ic com maiores detalhes. Podemos reformuld-lo em lin- 
guagem algébrica. 


A frea de um retangulo cujos lados adjacentes sfo a ¢ b 6 ab. Oseu peri- 
metro é 22 + 26, 


O lado do quadrado que tem o mesmo perimetro que 0 retangulo menciona- 


do é Graal Ele deve ser maior do que a drea do retangulo e, portanto, teremos 
2 


(at bY > op 
2 
Sera isto verdadeiro? A mesma afirmativa pode ser expressa sob a forma equivalente 
a? + 2ab + b? > Aad. 


isto, porém, é verdadsiro, pois equivale a 


a? — 2ab + 6? > 0, 
ou soja, 


(a-— oP >0 
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¢ esta desigualdade sera certamente valida, a menos que a = 8, isto é, que o retan- 
gulo em questao seja um quadrado. 


Nao resolvemos ainda o nosso problema, mas fizemos algum progresso sim- 
plesmente por termos enfrentado firmemente a nossa suposico, que era bem obvia. 


3. Um exempio néo-matemdtico. Num certo jogo de palavras cruzadas, 
precisamos procurar uma palavra de sete letras, cuja chave 6: “Num sentido ou 
noutro, € exi: 


Qual é a incégnita? Uma palavra. 
Quais s40 os dacios? E dado o tamanho da palavra: sete letras. 


Qual é a condicionante? Esta enunciada na chave. Tem algo a ver com existir, 
mas tudo esta ainda muito nebuloso. 


Temos, assim, de reexaminar a chave. Ao fazermos isso. a Ultima parte pode 
atrair a nossa atencfo: ”. . . de novo". £ possivel resolver uma parte do problema? 
Est4 af uma chance de presumir 0 inicio da palavra. Como é destacada a idéia de 
repeti¢do, possivelmente ela comecaria por “re”. Esta é uma suposi¢go bem ébvia. 
Se estivermos tentados a acreditar nela, daveremos perceber 0 que significa. A pala- 


vra procurada apareceria assim: 


E possivel verificar @ resultado? Se uma autra palavra do jogo cruzar com a 
palavra em consideragdo na primeira letra, teremos um A para comecar esta outra 
palavra. Pode ser uma boa idéia passar para essa outra palavra e verificar o A. Se 
conseguirmos contirmar que A satisfaz, ou pelo menos nada tivermos contra, vol 
taremos 4 nossa palavra original. Perguntamos outra vez: Qual 6 a condicionante? 
Ao reexaminarmos a chave, a sua primeira parte podera despertar a nossa atencdo: 
“Num sentido ou noutro...” Significaria isto que a palavra pode ser tida nao sé da 
frente para trés como de tras para diante? Esta é uma suposigéo menos dbvia (no 
entanto, hd destes casos, ver DECOMPOSICAO E RECOMBINACAO, 8). 


De qualquer modo, enfrentemos a nossa suposiedo, percebamos o que significa 
A palavra apareceria assim: 


RE___€R, 
Além disso, a terceira letra deverd ser a mesma que a quinta. E muito provavel que 
ela seja uma consoante e que a quarta letra, a do meio, seja uma vagal. 
© teitor poder agora encontrar a palavra por si proprio, Se nada mais Ihe for 
de auxftio, ele poderé ensalar todas as vogais, uma por uma, para a letra do meio. 


Execugdo do plano. Conceber um plano e executé-lo séo duas coisas distintas. 
Num certo sentido, isto é também verdadeiro no que se refere a problemas matemé- 
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tices: entre conceber o plano da resolugdo e executd-lo, hé certas diferencas no caré- 
ter das atividades respectivas. 


1. No preparo de um argumento final e rigoroso, podemos usar argumentos 
provisérios e apenas plausiveis, da mesma maneira que se usam formas pata supor- 
tar uma estruture durante a construgdo. Quando, porém, os trabalhos estiverem su- 
ficientemente adiantados, retiram-se as formas e a estrutura deverd ser capaz de sus- 
tentar-se por si propria, Da mesma maneira, quando o processo de resolucdo estiver 
suficientemente adiantado, abandonamos os argumentos provisorios e apenas plausi- 
veis e o resultado deverd ficar apoiado somente pelo argumento rigoroso. 

Na concepeéo do plano de resolugdo, ndo devemos temer muito o raciocinio 
heuristico, que é apenas plausfvel, Tudo estard certo, desde que nos conduza a idéia 
certa, Mas precisamos mudar este ponto de vista quando iniciamos a execug3o do 
plano e, af, somente devemos aceitar os argumentos conclusivos e rigorosos. Na 
execucdo do seu plano de resoluo, veritique cada passo. E possivel ver com clareza 
Se © passo & certo? 


Quanto mais cuidadosamente verificarmos nossos passos na execugdo do plano, 
tanto mais livremente poderemos utilizar o racioc{nio heuristico na sua concep¢do. 


2. Devemos conceder alguma atencao a ordem de preparacio dos detalhes do 
nosso plano, particularmente se o problema -for complexo. Nao davemos omitir 
nenhum detalhe, mas sim perceber a relag3o que hé entre os detalhes que nos surgem 
eo problema como um todo; ndo devemos perder de vista a conexSo entre os passos 
principais. Por conseguinte, devemos prosseguir de accrdo com uma ordem 
apropriada. 

Em particular, ndo seria razodvel verificar detalhes menores antes de termos 
boas razGes para crer na corre¢ao dos passes principais do argumento. De qualquer 
maneira, se houver uma ruptura da linha principal do argumento, a verificag¥o deste 
ou daquele pormenor secundario seré initil. 


A ordem de preparacio dos detalhes do argumento pode ser muito diferente 
da ordem da sua invencdo e a ordem da sua apresentacdo definitiva pode ser ainda 
diferente das duas, Os Elementos de Euclides apresentam os detalhes do argumento 
segundo uma ordem sistemética e rigida, que tem sido muito imitadae muito criticada. 


3. Na exposigao euclidiana, todos os argumentos caminham num mesmo 
sentido: dos dados para a incdgnita, nos “problemas ce determinacdo”, e da hipdtese 
para a conclusao, nos “problemas de demonstragdo". Qualquer novo elemento, pon- 
to, linha etc. tem de ser corretamente deduzido a partir dos dados ou dos passas 
anteriores, Qualquer nova afirmativa tem de ser corretamente demonstrada a partir 
da hipétese ou de passos anteriores. Cada novo elemento, cada nova afirmativa, deve 
ser examinado logo que aparecer e, portanto, tem de ser examinado uma Ginica vez. 
Pademos assim concantrar toda a aten¢do no presente passo, sem necessidade de 
othar para tras nem para diante. O ultimo elemento novo que temos de verificar 6 a 
incognita, A Ultima afirmativa cuja demonstracio temos de verificar é 2 conciusso. 


Se todas os passos estiverem corretos, inclusive o ultimo, tedo o argumento também 
oestara. 

A maneira euclidiana de expor pode ser muito recomendavel, sem restri¢des, 
se a finalidade for o exame detalhado do argumento. Em particular, se o argumento 
for nosso, se ele for longo ¢ complicado e se o tivermos no s6 encontrado mas tam- 
bém anatisado de modo geral, de tal maneira que nada reste a ndo ser 0 exame de 
cada um dos pontos particulares, entéo nada sera melhor do que apresentar o.argu- 
mento todo segundo a maneira euclidiana. 

A exposicdo euslidiana ndo pode, porém, ser recomendada sem reservas se a fi- 
nalidade for apresentar um argumento a um leitor, ou cuvinte, que nunca haja ou- 
vido falar dele. Ela é excelente para mostrar cada ponto particular, mas j4 nao sera 
Ho apropriada para revelar a tinha principal do argumento. O LEITOR = INTELIGENTE 
pode facilmente ver que todos os passos estdo corretos, mas teré grande dificuldade 
em perceber a origem, o objetivo, a conexdo do argumento inteiro. A razdo desta 
dificuldade esté em que a ordem seguida na exposicdo euclidiana muitas vezes 6 exa- 
tamente a inversa da ordem natural da inveng&o. A exposig&o euclidiana obedece 
rigorosamente 4 ordem da “‘sintese’’ (ver PAPPUS, especialmente os comentérios dos 
itens 3, 4, 5). 

4, Em suma, a maneira euclidiana de exposi¢fo, avancando inexoravel- 
mente dos dadios para a incognita, ou da hipétese para a conclusdo, ¢ perfeita para 
verificar detalhadamente o argumento, mas esta longe da perfei¢do quando se trata 
de tornar compreensfvel a linha principal desse argumento. 

E muito de desejar que os estudantes examinem os seus prdéprios argumentos 
a maneira euclidiana, partindo dos dados para a incégnita e verificando cada passo, 
embora nada disso thes deva ser exigido com muito rigor. N&o é desejével que o pro- 
fessor apresente muitas demonstracSes de maneira puramente euclidiana, embora 
esta poss2 vir a ser muito util apds uma discussio, na qual, como se recamenda no 
presente livro, os alunos, sob a orientagdo do professor, descubram, tanto quanto 
possfvel por si proprios, a idéia principal da resolugéo. Também parece bom o modo 
adotado em certos livros didéticos, nos quais primeiro & apresentado um bosquejo 
da idéia geral, sequido dos detathes expostos na ordem euclidiana, 


5. Desejando convencer-se da sua proposicg0, 0 matematico procura vé-la 
intuitivamente e dar-Ihe uma demonstracdo formal. E possivel perceber claramente 


" que ela é correta? E possivel demonstrar que ela é correta? 0 matemiatico conscien- 


cioso age nesse aspecto como uma senhora conscienciosa em suas compras, Desejando 
certificar-se da qualidade de um tecido, ela quer vé-lo ¢ tocd-lo. A intuigao e a de- 
monstragdo formal so duas maneiras de perceber a verdade, compardveis & percep¢io 
de um objeto material por meio de dois sentidos diferentes: a vista € o tato. 

A intuiggo pode correr muito adiante da demonstracio formal. Qualquer 
astudante inteligente, mesmo sem conhecimento sistematico da Geometria Espacial, 
6 capaz de perceber, assim que houver entendido claramente os termos, que duas pa- 
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ralelas a uma terceira sdo paralelas entre si {as trés retas poderdo estar ou ndo num 
mesmo plano). No entanto, a demonstracao deste enunciado, tal como aparece na 
Proposigiio 9, do Livro X!, dos E/ementos de Euclides, precisa de uma preparacdo 
longa, cuidadosa e engenhosa. 


QO manejo formal de regras légicas e de formulas algébricas pode ir muito 
‘adiante da intuigdo. Quase todos podem ver imediatamente que 3 retas, tomadas ao 
acaso, dividem o plano em 7 partes (repare na unica parte finita, o triangulo formado 
pelas trés linhas). Quase ninguém é capaz de perceber, mesmo concentrando ao ma- 
ximo a atenc3o, que 5 planos, tomados ao acaso, dividem o espaco em 26 partes. 
No entanto, é possivel demonstrar rigorosamente que o ntimero exato é mesmo 26 
@ que a demonstracdo nao é sequer longa ou diffcil. 

Na execugie do nosso plano, verificamos cada passe. Ao fazé-lo, contamos com 
a intuiggo ou com a demonstragio formal. Algumas vezes a intuig&o vai adiante, ou- 
twas vai a demonstracgo formal. Fazer as coisas das duas maneiras constitui um exer- 
cicio interessante e instrutivo. E possfvet perceber claramente que o passo é correta? 
Sim, posso ver isto com clareza e nitidez, mas 0 racioc{nio formal pode chegar a al- 
cangé-lo? E poss/vel também DEMONSTRAR que ele  correto? 


Tentar demonstrar formalmente aquilo que é percebido intuitivamente e per- 
ceber intuitivamente aquilo que é demonstrado formalmente constitui um estimulan- 
te exercicio mental. tnfelizmente, em aula nem sempre se disp3e de tempo para isso. 
O exemplo exposto nas segdes 12 e 14 6 t(pico deste procedimento. 


Figuras so, nfo apenas o objeto dos problemas geométricos, como também 
um importante auxilio para problemas de todos os tipos, que nada apresentam de 
geométrico na sua origem. Temos, assim, dois bons motivos para considerar a fungao 
das figuras na resolucdo de problemas, 


1. Se 0 nosso for um problema geométrico, teremos de considerar uma figu- 
ra, que pode estar em nossa imaginac3o ou ser desenhada no papel. Em certas oca- 
sides, seré melhor imaginar a figura sem desenhd-la, Mas se tivermos de examinar v4- 
tics detalhes, um apés outro, ser4 desejével tragar uma figura. Se os detalhes forem 
numerosos, néo poderemos imaginé-los todos simultaneamente, mas eles estardo to- 
dos juntos sobre o papel. Um detaihe visualizado em nossa imaginagdo pode ser es- 
quecido, mas o mesmo detaihe desenhado no papel af permanece, de tai maneira 
que, quando a ele voltamos, relembramos as observagGes anteriores, com isto nos 
Poupando tempo € trabalho. 


2. Passemos agora a considerar mais especificamente o emprego de figuras nos 
Broblemas de construcdo geométrica. 


CGomecamos a consideracdo detalhada de tais problema pelo tragado de uma 
figura que contenha a inc6gnita e os dados, todos estes elementos dispostos como 


determina a condicionante do problema. Para compreender claramente o proble- 
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ma, temas de considerar sepatadamente cada dado e cada parte da condicionante. 
Em seguida, reunimos todas essas partes ¢ consideramos a condicionante como 
um todo, procurando ver simultaneamente as varias conexGes exigidas no probleme. 
Dificilmente seremos capazes de tratar, separar e recombinar todos esses detalhes 
sem uma figura sobre o papel. 

Por outro lado, antes de termos resolvido o problema, permanece a divida se 
aquela figura pode ser desenhada. & possivel satisfazer toda a candicionante imposta 
pele problema? No podemos dizer sim, antes de chegarmos 3 solugSo definitiva. N5o 
obstante, comegamos por presumir uma figura na qual a ineégnita esteja ligada aos 
dados da maneira prescrita pela condicionante. Pode parecer que, tragando a figura, 
fazemos uma suposi¢So injustiticada. 


N&o necessariamente. Ndo agimos incorretamente quando, ao examinarmos o 
problema, considerarmos a possibilidade de haver um objeto que satisfaga a condicio- 
nante imposta 4 incégnita e que mantenha, com todos os dados, as relacdes exigidas, 
desde que néo confundamos a simples passibilidade com a certeza. Um juiz ndo age 
incorretamente quando, ao questionar um réu, considera a hipdtese de que este co- 
meteu o crime em questdo, desde que ele nJo se comprometa com esta hipétese. 
Tanto 0 matemético como o juiz podem examinar a possibilidade sem preconceito, 
adiando o seu julgamento para quando o exame da questio tiver fornecido aigum 
resultado definitivo, 

O método pelo qual se inicia o exame de um problema geométrico pelo tragado 
de uma figura em que, por suposicdo, a condicionante 6 satisfeita, remonta aos 
gedmetras gregos. Ele é indicado pela frase curta e algo enigmatica de Pappus: Admi- 
ta que o necessdrio j4 foi feito. A recomendacao seguinte é menos sucinta, porém 
mais clara: Trace uma figura hipotética que suponha a condicionante do problema 
Satisfeita em todas as suas partes. 


Esta 6 uma tecomendagao aplicavel a problemas de Geometria, mas nao preci- 
samos restringit-nos a qualquer tipo particular de problema, podemos extendé-la 
a todos os “problemas de determinagdo”, enunciando-a da seguinte forma genérica: 
Examine a situacdo hipatética na qual se admite que a condicionante é plenamente 
satisfeita. 


Compare com PAPPUS, 6. 

3. Tratemos agora de alguns pontos referentes ao proprio desenho das figuras. 

{I} Devemos tragar as figuras com exatiddo ou sb aproximadamente, com 
instrumentos ou a méo livre? 


Ambos 05 casos apresentam suas vantagens. As figuras exatas, em principio, 
desempenham, na Geometria, as mesmas fun¢gGes desempenhadas na Fisica pelas me- 
digdes, Mas, na pratica, a exatiddo das figuras ¢ menos importante do que as leis da 
Fisica, O principiante deveré, porém, desenhar muitas figuras com toda a exatidéo 
possivel para adquirir uma boa base experimental. Além disso, as figuras exatas po- 


dem também sugerir teoremas geométricos aqueles mais adiantados. No entanto, 
para fins de raciocfnio, as figuras cuidadosamente tragadas a mao livre sdo geralmente 
satisfatorias e podem ser feitas com muito maior rapidez. E evidente que a figura 
n@o devera parecer absurda: as linhas retas nado deverdo ser sinuosas nem os pretensos 
circulos apresentar © aspecto de batatas. 


Uma figura inexata pode ocasionalmente indicar uma falsa conclusao, mas es- 
te risco nBo 6 grande e hd vérios meios de nos protegermos dele, particularmente 
fazendo variar a figura. Nao haveré nenhum perigo se nos concentrarmos nas cone- 
xBes lOgicas e percebermos que a figura é um auxilio, nunca a base das nossas conclu- 
sbes, As conexdes légicas constituem a base real. [Este ponto ¢ ilustrado de modo 
instrutivo por certos conhecidos paradoxos que aproveitam habilmente a inexatido 
intencional da figura. ] 


(I) E importante que os elementos sejam reunidos com as necessérias correla- 
Ses, mas a ordem da sua colocago é irrelevante. Portanto, escolha a ordem mais 
conveniente. Para ilustrar a idéia da trisecdo, deseja-se tracar dois angulos, @ e §, 
tais que « = 38. Partindo de um @ arbitrario, pode-se construir 6 a régua e com- 
passo. Assim, escolhe-se um 8 relativamente pequeno, embora arbitrério, e a partir 
de £ traga-se facilmente a. 


(IIL) A figura ndo deve sugerir nenhuma particularizacdo indevida. As diferentes 
partes da figura ndo devem exibir relagdes aparentes que ndo sejam exigidas pelo pro- 
blema. As linhas néo devem ser iguais, ov perpendiculares, quando elas ndo o forem 
necessariamente. Os tridngulos nao devem parecer isésceles, ou retangulos, quando 
tal propriedade ndo for exigida no problema. O triangulo cujos angulos sio 45°, 
60° e 75° & aquele, no sentido bem preciso da palavra, mais “remoto” tanto do 
isésceles como do retangulo.” Trace esse tridngulo, ou um outro nao muito diferente, 
quando desejar considerar um triangulo “eral”. 


{IV) Para destacar as diferentes fungGes das diversas linhas, podemos usar li- 
Nhas grossas ou finas, continuas ou pontilhadas, ou de cores diferentes. Podemnos 
tragar uma delas muito de leve, se ainda nado estiver decidido se a mesma sera utiliza- 
da como linha auxiliar. Podemos tracar os elementos dados a lépis vermelho e usar 
outras cores para destacar partes importantes, como um par de tridngulos seme- 
Ihantes etc. 


(V} Para ilustrar problemas de Geometris Espacial, devemos usar modelos 
tridimensionais ou desenhos no papel, ou no quadro-negro? 


*Se os dngulos de um trigngulo forem o, 6 @ 7 @ 90° > a > 6 >+7, pelo mencs uma 
das diforengas 90° — a,a— 6, 6 — 7 615°,anéo ser qua « = 76°, 6 = 60° a y = 45°. 
Da fato. 

3190° - a) + 2a ~ p) + tg — 7) 
6 


= 15° 


Os modelos tridimensionais so convenientes, mas de dificil preparo e dispen- 
diosos. Assim sendo, precisamos nos contentar com desenhos, embora nfo seja facil 
fazé-los expressivos. Algumas experiéncias com modelos improvisados de papeliio 
sdo muito desejéveis para principiantes. E util tomar objetos a mio, ou circundantes, 
como representagdes de nocdes geométricas. Assim, uma caixa, a sala de aulas podem 
representar o paralelepipedo retangulo; um lapis, o cilindro circular; um abajur, um 
tronco de cone circular reto etc. 


4. Figuras tracadas no papel sdo faceis de preparar, de reconhecer e de tem- 
brar. As figuras planas nos sdo particularmente familiares, os problemas de Geometria 
Plana, especialmente acessiveis. Podemos aproveitar-nos destas circunstancias, pode- 
mos utilizar, no manejo de objetos ndo-geométricos, a nossa aptiddo para manipu- 
lar figuras, se conseguirmos encontrar uma representacdo geométrica adequada para 
aqueles objetos ndo-geométricos. 


De fato, as representardes geométricas, como grdficos e diagramas de toda sorte, 
sfo usados em todas as ciéncias, nao s6 na F fsica, na Quimica e nas Ciéncias Natural 
como também na Economia e, até mesmo, na Psicologia. Com o auxilio de represen- 
tagBes geométricas apropriadas, procuramos tudo expressar em linguagem gréfica, 
tentamos reduzir problemas de qualquer tipo a problemas geométricas. 


Desse modo, mesmo que néo se trate de um problema de Geometria, é possfvel 
tentar tragar uma figura. A procura de uma licida representacdo geométrica para um 
problema néo-geométrico constitui um importante passo no sentida da solucdo. 


Generalizagdo 6 a patsagem da consideragao de um elemento para a considera- 
¢40 de um conjunto que contém esse elemento; ou a passagem de consideragado de um 
Conjunto para um conjunto mais abrangente, que cantém o conjunto restrito. 


1. Se, por acaso, nos depararmos com a soma 
1+8 + 27 + 64 = 100 
poderemos observar que ela pode ser expressa sob a seguinte forma curiosa: 
P+ 2% + 3% +4? = 107, 


Ora, é natural que nos perguntemos: ocorreraé muitas vezes que a soma de cu- 
bos sucessivos tais como 


Pate Peg e tn? 


seja um quadrado? Ao fazermos esta pergunta, generalizamos. E esta ¢ uma gene- 
ralizagao feliz, pois ela nos leva de urna simples observacdo a uma notavel lei geral. 
Em Matematica, Fisica, Ciéncias Naturais, muitos resultados foram aleancados gracas 
@ generalizaces felizes. Ver INDUCAO E INDUGAO MATEMATICA. 
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2. A generalizagio pode ser util na resolug&o de problemas, Tome-se 0 seguin- 
te problema de Geometria Espacial: “Uma reta ¢ um octaedro regular sdo dados por 
sua posi¢#o. Encontrar um plano que passe pela reta dada e que divida ao meio o 
volume do octaedro dado”. Este problema pode parecer dificil, porém, de fato, bas- 
ta alguma familiaridade com a forma do octaedro regular para sugerir o sequinte pro- 
“blema mais geral: “Uma reta e um sdéfido com centro de simetria s&o dados por sua 
posi¢ao. Encontrar um plano que passe pela reta dada e que divida ao meio o volume 
do sOlido dado." O piano pedido passa, naturalmente, pelo centro de simetria do s6- 
lide e@ fica determinado por este ponto e pela reta dada. Como 0 octaedro tem um 
centro de simetria, o problema original fica também resolvido. 


O leitor n&o deixaré de observar que o segundo problema é mais geral que o 
primeira e, nado obstante, mais facil. De fato, o que conseguimos ao resolver o primei- 
to problema foi inventar a segundo problema. Ao inventé-lo, reconhecemos o papel 
do centro de simetria; desenredamos a propriedade do octaedro que é essencial ao 
nosso problema, qual seja, que ele tem um centro de simetria. 


© problema mais geral pode ser mais facil de resolver. Esta afirmativa parece 
paradoxal mas, depois do exemplo acima, nao nos deve surpreender. O mais impor- 
tante ao resolver o problema particular foi a invencdo do problema geral. Depois 
disto, somente restou uma pequena parte. Assim, neste caso, 2 resolucda do problema 
geral 6 apenas uma pequena parte da resolugdo do problema particular. 

Ver PARADOXO DA INVENGAO. 


3. “Calcular o valume do tranco de uma piramide de base quadrada, sendo 
dados 0 lado da base inferior, 10 cm, o lado da base superior, 5 cm, ea altura do 
troneo, 6 cm.” Se substituimos os ndmeros 10, 5, 6 por letras, por exemplo, a, b, c, 
generalizamos, Chegamos a um problema mais geral que o original, que é 0 seguinte: 
“Calcular © volume do tronco de uma pirémide de base quadrada, sendo dados o 
lado @ da base inferior, o lado 6 da base superior ¢ a alturac do tronco. “Esta 
generalizegio poderé ser muito Gti. Ao passarmos de um problema “numérico” 
para um problema “literal, ganharemos acesso a novos procedimentos, poderemos 
variar os dados e, aa fazé-io, poderemos verificar de varias maneiras os resultados. 
Ver E POSSIVEL VERIFICAR O RESULTADG? 2 € VARIAGAQO DO PROBLEMA, 4. 


Heuristica, Heurética ou “ars invaniendi” era o nome de um certo ramo de 
estudo, ndo bem delimitado, pertencente 4 Légica, 4 Filosofia ou 3 Psicologia, muitas 
vezes delineado mas raramente apresentado com detalhes, hoje praticamente esque- 
cido. 0 objetivo da Heurfstica é 0 estudo dos métodos e das regras da descoberta e 
da invengo. Alguns indicios desse estudo podem ser encontradas em trabalho dos co- 
mentaristas de Euclides. A este respeito, PAPPUS tem uma passagem particularmente 
interessante. As mais famosas tentativas de sistematizagéo da Heur(stica dever-se 
3 DESCARTES € @ LEIBNITZ, ambos grandes mateméticos e filésofos. Bernard 
BOLZANO apresentou notdvel descri¢do pormenorizada da Heur(stica. O presente li- 
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vro & uma tentativa de reviver este estudo de forma moderna e modesta. (Ver 
HEURISTICA MODERNA.) 


Heuristico, adjetivo, significa “que serve para descobrir”. 


Heuristica moderna procura compreender 0 processo solucionador de proble- 
mas, particularmente as operapdes mentais, tipicas desse processo, que tenham uti- 
lidade. Disp&e de varias fontes de informacGes, nenhuma das quais deve ser despre- 
zada. Um estudo consciencioso da Heur/stica deve levar em conta, tanto as suas ba- 
ses légicas quanto as psicolégicas. Ndo deve esquecer aquilo que autores antigos como 
Pappus, Descartes, Leibnitz e Bolzano escreveram sobre o assunto, mas muito menos 
pode desprezar a experiéncia imparcial. A experiéncia na resolugdo de problemas e a 
experiéncia na observagao dessa atividade por parte de outros deve constituir a 
base em que se assenta a Heurfstica. Neste estudo, ndo devemos descurar nenhum 
tipo de problema, ¢ sim procurar aspectos comuns na maneira de tratar de problemas 
de toda sorte: devemos considerar os aspectos gerais, independentemente do assunto. 
espectfico do problema. O estudo da Heurfstica tem objetivos “praticos’’: melhor 
conhecimente das t{picas operagdes mentais que se aplicam a resolugdo de problemas 
pode exercer uma certa influéncia benéfica sobre o ensino, particularmente sobre o 
ensino da Matematica, 


O presente livro constitui a primeira tentativa de realizagdo de tal programa. 
Passaremos agora a descrever como of diversos artigos que compe este Diciondrio 
ajustam-se ao programa. 

"4. A nossa lista 6, de fato, uma relagdo de operacées mentais tipicas e Uteis 
na resolucdo de problemas; as indagacdes e siigesties nela relacionadas indicam tais 
operacées. Algumas destas séo novamente descritas na Segunda Parte e outras sdo 
mais detathadamente ciscutidas e exemplificadas na Primeira Parte. 


Para maiores informagées acerca de indagagdes e sugestGes da lista, o leitor 
deveré procurar aqueles quinze artigos do Diciondrio cujos titulos correspondem as 
entradas dos quinze paragrafos da lista: QUAL E A INCOGNITA? E POSSIVEL SATISFA- 
ZEA A CONDICIONANTE? TRACE UMA FIGURA, .. . E POSSIVEL UTILIZAR O RESUL- 
TADO? O leitor que desejar informac#o sobre um determinado item da lista, devera 
comecar pela verificacdo das primeiras palavras do paragrafo que contém o item e, 
em seguida, procurar no Dicianério 0 artigo que tem por titulo essas primeiras pala- 
vras. Por exemplo, @ sugestao “Vo/te as defini¢des” consta do paragrafo da lista cuja 
frase inicial 6: € POSSIVEL REFORMULAR O PROBLEMA? Sob este titulo o leitor en- 
contraré uma remissdo a DEFINIGOES, artigo no qual @ sugestZo em causa esté expli- 
cada e exemplificada, 


2. O processo solucionador de problemas 6 complexo, pois apresenta diversos 
aspectos diferentes. Os doze principais artigos deste Dicionério estudam, com certa 
extensdo, alguns desses aspectos. Passamos em seguida a mencionar seus t/tulos. 
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Quando trabalhamos intensamente, sentimos com nitidez o progresso do nosso 
trabalho. Ficamos jubilosos quando esse progresso é rapido e deprimidos quando é 
lento. O que é essencial ao PROGRESSO E CONSECUCAO do nosso trabalho? 0 artigo 
Que trata desta questSo 6 citado muitas vezes e deve ser lido lago no inicio deste estudo. 


Aa tentarmos resolver um problema, consideramos um a um dos seus aspects, 
Fevolvemos os mesmos incessantemente na nossa mente: a VARIACAO DO PROBLEMA 
6 essencial ao nosso trabalho, Podemos variar o problema pela DECOMPOSICAO E RE- 
COMBINAGAO dos seus elementos ou pela utilizagdo dos recursos de GENERALIZA- 
CAO, PARTICULARIZACAO e ANALOGIA. A variac¢Zo do problema pode nos levar 
&@ ELEMENTOS AUXILIARES ou a descoberta de um PROBLEMA AUXILIAR mais aces- 
sivel. 


Precisamos distinguir com clareza dois tipos de problemas: PROBLEMAS DE DE- 
TERMINACAO e PROBLEMAS DE DEMONSTRAGAO. Nossa fista & particularmente 
apropriada a “problemas de determinacdo”. Teremos de rever e alterar algumas 
das suas indagacGes e sugestées para aplicé-as também aos “problemas de demons- 
tragdo”, 


Em problemas de todos os tipos, mas perticularmente nos problemas me 


temiticos que néo sejam simples demais, a NOTAGAO adequadae as FIGURAS 
geométricas constituem grandes e indispensdveis auxilios. 


3. Dos varios aspectos apresentados pelo processo solucionador, alguns ndo 
sio considerados neste livro e outros a sio muito resumidamente. Justifica-se, creio 
eu, numa pequena exposicao introdutéria, a exclusdéo daqueles pontos que pode- 
riam parecer muito sutis, técnicos ou controversos. 


O RACIOCINIO HEURISTICO, que é provisério e apenas plausivel, é importante 
na descoberta da solugdo, mas néo o tome por uma demonstragSo. E preciso pre- 
sumic, mas ndo esquega: EXAMINE A SUASUPOSIGAO. A natureza dos argumentos 
heuristicos ¢ discutida em SINAIS DE PROGRESSO, mas a discussfo deste assunto 
poderia ir mais tonge. 

A consideragio de certos padres lagicos 6 importante para o nosso tema, mas 
Pareceu-nos aconsalh4vel ndo acrescentar nenhum artigo técnico. H4 apenas dois ar- 
tigos predominantemente dedicedos a aspectos psicolégicos, sobre PERSISTENCIA, ES- 
PERANGA, SUCESSO e sobre TRABALHO SUBCONSCIENTE. No artigo REGRESSAG, 
menciona-se, de passagem, uma observacao referente a psicologia animal. 


Destacamos que todos os tipos de problemas, especialmente PROBLEMAS PRA- 
TICOS e, até mesmo, ENIGMAS situem-se no campo da Heurfstica. Também alerta- 
mos para 0 fato de que REGRAS DE DESCOBERTA infalfveis ficam fora do escopo da 
Pesquisa séria. A Heur/stica trata do comportamento humano em face de problemas, 
E de presumir que isto venha ocorrendo desde os primérdios da sociedade humana e a 


quintesséncia de antigas observagdes a respeito parece ter sido preservada na SABEDO- 
RIA DOS PROVERBIOS, 


4. Inclufmos artigos sobre questGes particulares e outros, referentes a as- 
pectos mais gerais, so mais extensos porque poderdo ter, no todo ou em parte, 
interesse especial para professores e estudantes. 


Ha artigos que tratam de questdes metodolégicas muitas vezes relevantes na 
Matematica elementar, tais como PAPPUS, REGRESSAO (j4 mencionada no item 3}, 
DEMONSTRACAO POR ABSURDO E DEMONSTRACAO INDIRETA, INDUCAO E 
INDUGAQ MATEMATICA, EQUACIONAMENTO, TESTE DIMENSIONAL E POR QUE 
DEMONSTRAR? Alguns artigos dirigem-se mais em particular aos professores, como 
PROBLEMA ROTINEIRO e DIAGNOSTICO e outros aos estudantes, como O FUTURO 
MATEMATICO, © LEITOR INTELIGENTE ¢€ QO SOLUCIONADOR DE PROBLEMAS IN- 
TELIGENTE, 


Deve-se aqui mencionar que os didlogos entre o professor e seus alunos, que 
aparecern nas secdes 8, 10, 18, 19, 20 e em varios artigos do Diciondrio, podem ser- 
vir de modelos no s& para professores como também para aquele que procura 
sozinho resolver os seus problemas. A descrigo do pensamento como um “dis- 
curso mental’', como uma espécie de conversago do pensador consiga proprio, 
n&o é inapropriada. Os diélogos em questo revelam o progresso do processa so- 
lucionador. Aquele que procura resolver o problema, ao falar consigo mesmo, poderé 
progredir da maneira indicada. 


5. N&o mencionaremos todoé os artigos, somente alguns poucos seréo 
citados. Certos artigos contém observacSes sobre a histéria do nosso assunto, sobre 
DESCARTES, LEIBNITZ, BOLZANO, sobre a HEURISTICA, sobre TERMOS, ANTIGOS E 
NOVOS e sobre PAPPUS (este Gitimo j4 mencionado no item 4.} 


Alguns artigos procuram explicar termos técnicos: CONDICIONANTE, COROLA- 
RIO, LEMA. 


Outros contém apenas remiss6es e véo assinalados por adagas [ t} no Sumario. 


6. A Heurlstica visa 4 generalidade, ao estudo de procedimentos que inde- 
pendem do assunto em questdo e sdo aplicaveis a problemas de toda sorte. A presente 
exposigao, porém, apresenta como exemplos quase exclusivamente problemas da 
Matemética elementar. No se deve esquecer que isto representa uma restricdo, 
mas espera-se que tal ndo prejudique seriamente o car4ter do nosso estudo. De fato, 
os problemas da Matematica elementar apresentam toda a variedade desejével e o 
estudo da sua resolucdo é acess(vel e interessante. Além disso, os problemas n&o-ma- 
teméticos, embora raras vezes citados como exemplos, néo ficaram inteiramente 
esquecidos. Os problemas matemiticos mais avangados nunca estio diretamente men- 
cionados, mas eles constituem a base real de presente exposig¢do. O matemiatico ex- 
Periente, que tenha interesse por este tipo de estuda, poderd acrescentar exemplos 
tirados da sua propria experiéncia para elucidar os pontos aqui ilustrades por exem- 
plos elementares. 


7. O autor deseja reconhecer a sua divida ¢ expressar a sua gratidao para com 
alguns autores modernos, néio mencionados no artigo HEURISTICA. Sao eles o fisico 
e filésofo Ernst Mach, o mateméatico Jacques Hadamard e os psicoléges William Ja- 
mes @ Wolfgang Kohler. Deseja ainda mencionar o psicélogo K. Duncker ¢ o mate- 
méatico F. Krauss, cuja obra (publicada depois que a sua pesquisa estava bem adian- 
tada e parcialmente publicada) revela certas observacées paralelas. 


Idéia brilhante, ou “boa idéia’’, 6 uma expresso coloquial que significa um sa- 
bito avanco no sentido da solucéo (ver PROGRESSO E CONSECUCAO, 6). O' apareci- 
mento de uma idéia brilhante 6 uma experiéncia que todos conhecem, mas 6 difi- 
cil descrevé-ls e, portant, parece interessante observar que uma autoridade tdo an- 
tiga como Aristételes fez dela, incidentalmente, uma sugestiva descrigSo. 


Quase todos concordam que a concepgdo de uma idéia brilhante 6 um “ato de 
sagacidade”’. Aristételes define assim “‘sagacidade”’: ‘“Sagacidade é chegar instanta- 
neamente, por intuigéo, 4 conexdo essancial. Como, por exemplo, se alguém vir 
uma pessoa a falar de uma certa maneira com um homem rico, poder’ imediatamente 
adivinhar que essa pessoa esté tentando tomar cinheiro emprestado. Ou, ao obser- 
var que o lado brilhante da Lua esta sempre valtado para o Sol, poderé repentinamen- 
te perceber que a Lua brilha porque é iluminada pelo Sol”. 


O primeiro, sem ser mau exempio, é muito trivial: nao ¢ preciso muita sagacida- 
de para imaginar coisas deste tipo quando se trata de gente rica e dinheiro; portanto, 
a idéia née 6 muito brijhante. O segundo exemplo torna-se, porém, particularmente no- 
tével se fizermos um pequeno esforco de imaginagdo para situd-lo na época apropriada. 


Devemos lembrar que um contemporaneo de Aristételes teria de observar o 
Sol e as estrelas se quisasse saber as horas, pois ndo dispunha de relégios de pulso, 
e de observar as fases da Lua se pretendesse viajar 4 noite, pois no havia iluminacdo 
publica. Estava ele muito mais familiarizado com 0 céu do que o habitante de uma ci- 
dade moderna e a sua inteligéncia natural ndo estava obscurecida por fragmentos 
mal digeridos de informagées jornal(sticas sobre teorias astrondmicas. Ele via a Lua 
cheia como um disco plano, semelhante ao disco solar, embora muita menos brilhan- 
te. Ele devia ter meditado sobre as incessantes variagSes na forma e na pasicao da 
‘Lua. Ele observara também, ocasionalmente, a Lua & luz do dia, perto do nascer ou 
do pér do Sol, & concluira que o “lado brilhante da Lua esté sempre voltado para 
0 Sol”, o que era, por si prépria, uma notave! conclusdo. E ent&o ele percebe que os 
‘@spectos varidveis da Lua séo como os varios aspectos de uma bola que ¢ ilumina- 
da de um lado, de maneira que apenas a metade fica brilhante e a outra na semi-escu- 
riddo. Ele concebe o Sol e a Lua naéo como discos planos, mas como corpos redondas, 
um deles a fornecer e outro a receber a luz. Ele percebe a conexdo essencial, reformu- 
{a a sua anterior concep¢do “instantaneamente”: hé um repentino salto de imagina- 
cao, surge uma idéia brilhante, uma centelha de ganio. 
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Indugio e indugdo matemética. A inducdo 6 0 processo da descoberta de leis 
gerais pela observacao de casos particularas. E utilizada em todas as ciéncias, inclu- 
sive na Matemética. A indugdo matematics é utilizada exclusivamente na Matematica, 
para demonstrar teoremas de um certo tipo. € de lamentar que estes nomes estejam 
relacionados, pois h4 muito pouca conexfo légica entre os dois processos. Ha,no en 
tanto, alguma conexéo prética, pois muitas vezes utilizamos ambos conjuntamen- 
te. Vamos ilustrar todas os dois pelo mesmo exemplo. 


1. Podemos observar, por acaso, que 


1+8+ 27 + 64 = 100 


@, recanhecendo os cubos e o quadrado, podemos apresentar o fato observado sob 
a forma mais interessante: 


+23 +38 + 4% = 107, 


Como teré ocorrido isto? Aconteceré muitas vezes que a soma dos cubos dos inteiros 
sucessivos sejaum quadrado perfeito? 


Ao assim indagarmos, procedemos como o naturalista que, impressionado por 
uma planta estranha ou por uma formagéo geolégica singular, concebe uma indaga- 
So geral. A nossa indagacdo geral é relativa a soma de cubos dos inteiros sucessivos. 


PrP Pt. tar. 


Fomos a ela levados pelo “cato particular” de n = 4. 


O que podemos agora fazer? O que farla o naturalista: estudar outros casos par- 
ticulares. Os casos de n = 2,3 sao ainda mais simples; 0 caso de n = 5 é0se 
guinte. Acrescentemos, por amor @ uniformidade e a inteireza, o caso de n = 1. 
Dispondo ordenadamente todos estes casos, como um gedlogo disporia suas amostras 


de um certo mineral, chegarfamos & seguinte tabela: 


1 a ee 
14+8 = 9g = 3 
148427 = 3% = @ 
1+8+ 27 + 64 = 100 = 107 
1484274644125 = 226 = 157 


€ diffcil acreditar que todas estas somas de cubos sucessivos sejam quadrados perfei- 
tos por mero acaso. Numa circunstancia semelhante, o neturalista teria poucas at. 
vidas de que a lei geral sugerida pelos casos particulares até ent&o observados estatia 
certa: a fei geral teria ficado quase demonstrada por indugso. O matemético mani 
festa-se com mais reserva, embora raciocine essencialmente da mesma maneira. 
Diria ele que o seguinte tearema é fortemente sugerido por indu¢ao: 


a1 


Asoma dos primeiros cubos é um quadrado perfeito. 


2. Fomos levados a conjecturar uma lei notdvel, um pouco misteriosa. Por 
que seriam quadrados perfeitos essas somas de cubos sucessivos? No entanto, tudo 
indica que o séo. 

O que faria o naturalista numa tal situac$o? Ele continuaria a examinar a con- 
jectura, seguindo linhas de pesquisa. O naturalista pode acumular maiores provas ex- 
perimentais. Se desejarmos fazer o mesmo, teremos de verificar os casos seguintes, 
den = 6,7..... O naturalista pode também reexaminar os fatos cuja observagio o 
levou & sua conjectura: ele os compare cuidadosamente, procura descobrir alguma re- 
guiaridade mais expressiva, alguma outra analogia. Sigamos esta linha de pesquisa. 


Reexaminemos os casos de a = 1, 2, 3, 4, 5, que esto mostrados na tabela. 
Por que séo estas somas quadrados perfeitos? Suas bases respectivas sfo 1,3, 10, 15. 
© que hé de notdvel nestas bases? Haverd alguma regularidade mais signiticativa, 
alguma analogia? Seja como for, elas n&o. parecem crescar muito irregularmente. 
Como crescem? A diferenca entre dois termos consecutivos dessa seqiléncia também 
esté crescendo. 


3-t=2, 6-3=3, 10-6 =4, 15 -~ 10 = 5. 


Ora, estas diterencas sio notavelmante regulares. Podemos ver aqui uma surpreen- 
dente analogia entre as bases daqueles quadrados, uma notavel regularidade nos nd- 
meros 1, 3,6, 10, 15: 


t=1 
3142 
1+2+3 
Watt2+3+4 
1=tT+2+3+4+5 


‘Se esta regularidade for geral (e é diffcil acreditar no contrério), o teorema de que 
suspeitamos toma uma forma mais precisa, que é: 


Para n = 1,2,3...... ce 
B+ Peerage ttn = 1424+ 9+ 44 0.4 a)? 


3. A lei que acabe de ser formulada foi encontrada por inducSo e 0 modo 
pelo qual @ ela se chegou nos dé da inducdo uma idéia que & inevitavelmente unilate- 
ral e imperfeita, mas no distorcida. A induc3e procura encontrar regularidade e 
coeréncia nos fatos observados, Seus mais notéveis instrumentos so a generalizagdo, 
a particularizagéo e a analogia, A generaliza¢do por tentativas parte de um esforco 
psra compreender os fatos observados; baseia-se na analogia e 6 verificada por meio 


de outros casos particulares. 
on 


Eximimo-nos de maiores comentdrios sobre a inducdo, assunto que é objeto 
de grande controvérsia entre os fildsofos. Mas devemos acrescentar que muitos 
fatos mateméticos foram primeira encontrados por inducdo e demonstrados depois. 
A Matematica, apresentada com rigor, 6 uma ciéncia dedutiva sistemdtica, mas a 
Matematica em desenvolvimento & uma ciéncia indutiva experimental. 


4, Na Matemética, assim como nas Ciéncias Fisicas, podemos utilizar a 
observacéo e a indugdo pare a descoberta de leis gerais. Mas existe uma diferenga. 
Nas Ciéncias Fisicas nfo hé autoridade maior do que a observagao e a indugao, en- 
quanto na Matematica hd uma tal autoridade: a demanstra¢ao rigorosa. 

Depois de trabalhar experimentaimente por aigum tempo, seria bom mudar 
de ponto de vista. Sejamos rigorosos. Acabamos de descobrir um resultado interes- 
sante, mas o raciocinio que nos levou até ele foi apenas plausivel, experimental, 
provisério, heuristico. Tentemos estabelecé-lo definitivamente por meio de uma de- 
monstracdo rigorosa, 


Chegamos agora a um “problema de demonstracdo”: demonstrar ou refutar 
© resultado j4 enunciado {ver o item 2, acima). 


Hé uma pequena simpliticagdo. Possivelmente sabermos que 


nln +t) 
2 


1+24+34.,t0 = 


De qualquer modo, isto é facil de verificar. Tome um retangulo de tados 
nen + 1, @0 divida em metades, por uma linha em ziguezague, ta! como 6 mos- 
trado na figura 18 a parao caso de n = 4. Cada metade tem a forma de “escada” e 
a sua drea 6 expressa por 1 + 2 + .... + a; paran = 4, ser41+2+3+4 
(ver figura 18 b}. A rea total do retangulo é a (a + 1}, da qual a 4rea em “escada” 
éa metade. A formula esta demonstrada. 


Figura 18 


Por induc&o, podemos transformar o resuitado que acabamos de encontrar em 


2 
Preece ma(e) 
2 


5. Se nda tivermos idéia de como demonstrar este resultado, poderemos pelo 
Menos verificd-lo. Ensaiemos  primeiro caso que ainda nfo verificamos, de n = 6. 
Para este valor, a formula fornece 


2 
Veaears ee 125+ 26 (257) 


que sz revela verdadeira, pois os dois membros sfo iguais a 441. 


E possfvel verificar esta formula com maior rigor. Mas é muito provdvel que ela 
seja genericamente verdadeira, verdadeira para todas os valores de a. Permanecerd 
verdadeira quando passamos de qualquer valor de n para o valor sequinte, 2 + 17 
Ao lado da formula acima expressa, deveremos também ter 


2 
P+ Peseta? + (ne -(2tt ere 1 | 
2 


Ora, é‘poss{vel uma verificagao simples. Subtraindo desta a fGrmula anterior, teremos 


ee =(222 tat aVfnins n\ 
2 2 


Esta dltima €, porém, facil de verificar. O segundo termo pode ser expresso como 


y\2 
(*3 ‘) [ino ara} (222) [ ot vans 4a 
2 2 


{a+ 4aP 


(4n + 4) = (9 + 1)? (9 + 1) = tn + IP. 


A nossa formula, encontrada experimentalmente, passou num teste vital. 


Examinemos cuidadosamente o significado deste teste. Verificamos, sem som- 
bra de dévida, que 


tne ye {tte ay _ fois ny 
2 2 


Nao sabemos ainda se 


Pe? a Pe +n? 


6 verdadeira. Mas se soubéssemos que esta era, verdadeira, poderfamos concluir, 
somando a ela a equagéo que verificamos sem sombra de divida, que 


2 
4294+ 3% + 4a + (a + 18 = et 2) 


(f+ 1) 
2 


também 6 verdadeira, o que equivale 4 mesma afirmativa para o inteiro seguinte 
fa + 1, Ora, sabemos jé quea nossa conjectura é verdadeira para n = 1,2, 3, 4, 5, 6. 
Em virtude daquilo que acabamos de dizer, a conjectura, sendo verdadeira para 
nA = 6, deverd ser também verdadeira para m = 7; sendo verdadeira para 
n = 7 éverdadeira para m = 8; sendo verdadeira para n = 8 &verdadeira para 
f= & e assim sucessivamente. Ela é vélida para todos os valores de 7, estd demons- 
trado que é genericamente verdadeira. 


6 A demonstragdo precedente pode servir de modelo para muitos casos 
semelthantes. Quais so os aspectos essenciais desse modelo? 


A afirmativa que temos a damonstrar deve ser apresentada antecipadamente, 
de forma precisa. Ela deve depender de um inteiro 9. 


A afirmativa deve ser suficientemente “explicita”, de tal modo que tenhamos 
alguma possibilidade de verificar se ela permanece verdadeira na passagem de 7 
Para o inteiro seguinte a + t. 


Se conseguirmos realmente verificar isto, poderemos utilizar a experiéncia 
obtida na verificacZo para conciuir que @ afirmativa deve ser verdadeira para » + 1, 
desde que o seja para 7. Quando chegarmos a este ponto, bastar4 sabermos que 4 
afirmativa é verdadaira para m = 1; daf se segue para n = 2; daf se seque para 
n = 3eassim por diante. Ao passarmos de qualquer nimero inteiro para o sequinte, 
demonstramos genericamente a afirmativa, 


Este processo é usado com tanta freqiéncia que merece um nome. Poderfamos 
chamé-lo de “demonstragdo de n para n + 1” ou, ainda mais simplesmente, de 
“passagem pera o inteiro seguinte”. Infelizmente, o termo técnico aceito 6 “‘indugdo 
matemética”, denominag&o esta resultante de uma circunstancia aleatéria. A afir- 
mativa rigorosa que temos a demonstrar pode provir de qualquer origem, mas que ori- 
gem 6 essa 6 irrelevante do ponto de vista légico. Ora, ern muitos casos, como neste 
aqui discutido em detalhe a origem 6 a inducdo, a afirmativa 6 encontrada experi- 
mentalmente e, assim senda, a demonstragéo aparece como um complemento mate- 
mético & indugdo. Explica-se por isto a denominagéo. 


7. Eis aqui um outro ponte, um pouco sutil, mas importante, para quem de- 
seja encontrar demonstracdes por si proprio, Como se viu, chegamos a duas diferen- 
tes afirmativas por inducdo e observacdo, a primeira no item 1 e a segunda no item 2. 

A segunda era mais precisa do qué a primeira. Tratando da segunda afirmativa, en- 

contramos uma possibilidade de verificar a passagem de 7 para n + 1. assim con- 

seguimos chegar a uma demonstragSo por “inducdo matemética”. Tratando da pri- 
o5 


meira afirmativa, sem termos conhecimento da precisdo acrescentada pela segunda, 
muito dificilmente serfamos capazes de encontrar uma tal demonstrago. Com efeito, 
a primeira afirmativa é menos precisa, menos “expl{cita’’, menos “tangivel”, menos 
susceptivel 4 verificagdo, do que a segunda, A passagem da primeira para a segunda, 
da formulacao menos precisa para a mais precisa, constituiu um importante prepa- 
fativo para a demonstracao final. 


Esta circunstancia apresenta um aspecto paradoxal, A segunda afirmativa é 
mais forte e implica imediatamente na primeira. Enquanto isto, a primeira afirmati- 
va, mais “nebulosa", dificitmente poderia implicar na segunda, mais precisa. Assim, 
€ mais facil dominar o teorema mais forte do que o mais fraco. Nisto consiste o 
PARADOXO DA INVENCAQ, 


Ko viu antes? E possivel que jA tenhamos resolvido antes o mesmo problema 
que ora nos é apresentado, ou ouvido falar dele, ou encontrado um problema muito 
semelhante. Estas so possibilidades que nfo devemos deixar de examinar. Tentemos 
lembrar do que ocorreu. Jé a viu antes? Ou jd o viu sob uma forma ligeiramente di- 
ferente? Mesmo que as respostas sejam negativas, tais indaga¢Ses podem dar infcio 4 
mobilizago de conhecimentos dteis. 


A indagagao do titulo deste artigo é muitas vezes feita com um sentido mais 
geral. Para obter a solugo, temos de extrair da memoria elementos relevantes, temas 
de mobilizar fragmentos latentes de nosso conhecimento {(PROGRESSO E CONSECU 
CAO). Nao podemos, naturalmente, saber de antem@o quais desses fragmentos laten- 
tes serio relevantes, mas hd certas possibilidades que n&o podemos deixar de exa- 
minar, Assim, qualquer aspecto do problema presente que tenha desempenhado um 
papel na solugdo de algum outro problema poderd ser de novo util. Portanto, se 
qualquer aspecto do problema presente nos parecer de possivel importancia, devemios 
tentar reconhecé-lo. O que 6? Conhece-o? J 0 viu antes? 


Leibnitz, Gottfried Wilhelm (1646-1716), grande matemiatico e fildsoto, pen- 
sou em escrever uma “Arte da Invencdo”, mas nunca chegou a realizar este seu inten- 
to. Numerosos fragmentos dispersos em sua obra revelam, porém, que ele mantinha 
idéias muito valiosas sobre 0 assunta, cuja importancia foi muitas vezes por ele real- 
gada. Assim, escreveu Leibnitz: “Nada é mais importante do que observar as origens 
da invencéo, as quais so, na minha opinido, mais interessantes que as proprias in- 


vencdes", 


Lema quer dizer “teorema auxiliar’. A palavra é de origem grega e a sua tra- 
ducdo literal seria “que se admite". 

Suponha-sa que procuramos demonstrar o teorema A, Somos levados a crer 
em um outro teorema 8; se 8 for verdadeiro poderemos, talvez, demonstrar A. 


Admitimos 8 provisoriamente, deixando para mais tarde a sua demonstracdo, € 
proseguimos com a demonstragdo de A. Assim, & &€ admitido como um teorema 
auxiliar do teorema proposto A. Esta breve descricdo ¢ razoavelmente tfpica e expli- 
© atual significado da palayra “‘lema’’. 


Notec&o. Para sentir as vantagens de uma notacZo bem escothida e bem conhe- 
cida, bastard tentar somar alguns niimeros nao muito pequenos, com a condico de 
ser vedado o uso dos algarismos arébicos comuns, mesmo que se permita a utilizacao 
de algarismos romanas. Tomem-se, por exemplo, os niimeros MMMXC, MDXCVI, 
MDCCLXXXI, MDCCCLXXXVII. 


Nao 6 possivel exagerar a importéncia da notacdo matematica. Os computa- 
dores modernos, que usam a notacdo decimal, apresentam uma grande vantagem 
sobre os antigos, que nao dispunham desta maneira conveniente de escrever os nlime- 
ros. Um estudante de curso médio atualmente, que conhece a notac3o usual da Alge- 
bra, da Geometria Analitica e do Cétculo Diferencial e Integral, teva uma imensa 
vantagem sobre os matematicos gregos na resolucdo de problemas de 4reas e volumes, 
que exercitaram o génio de Arquimedes. 


1. A fala e 0 pensamento estado intimamente relacionados, pois o uso das pa- 
lavras ajuda a pensar. Certos fildsofos foram um pouco além e afirmaram que o 
uso das palavras é indispensdvel ao uso do raciocinio, 


Esta ultima afirmativa parece, no entanto, de certa forma exagerada. Se tiver- 
mos alguma experiéneia de trabalho matemético sério, saberemos que é possivel 
raciocinar profundamente sem o aux(lio de quaisquer palavras, apenas pela obser- 
vagdo de figuras geométricas ou pela operagiio de simbolos algébrices. Figuras ¢ sim- 


bolos esto intimamente relacionados com o racioc(nio matemético, o seu emprego’ 


auxilia 0 raciocinio, Poderfamos aprofundar aqueia afirmative um pouco estreita de 
fildsofos e filélogos trazendo as palavras para o grupo dos signos e dizendo que o 
tso de signos parece indispensével av exercicio do raciocinio. 


De qualquer maneira, o uso dos s{mbolos mateméticos é semelhante a0 uso 
das palavras. A notagdo matematica aparece como uma espécie de linguagem, une 
Jangue bien faite, uma linguagem bem adaptada ao seu objetivo, concisa e precisa, 
cujas regras, ao contréria do que ocorre com as regras da graméatica corrente, ndo 
sofrem excegées. 


Se aceitarmos este ponto de vista, oO EQUACIONAMENTO surge como um tipo 
de tradu¢do, traducgéo da linguagem corrente para a linguagem dos simbolas 
matematicos. 


2. Certos simbolos mateméticos como +, —, = e diversos mais tém um 
significado tradicional estabelecido, porém outros simbolas, como as mindsculas e 
maitisculas dos atfabetos romano e grego, sfo usados com diferentes significados em 


problemas diferentes. Quando nos defrontamos com um novo problema, devemos es- 
colher certos sfmbolos, devernos adotar uma notagdo adequada. Alguma coisa de 
semelhante ocorre na linguagem corrente. Muitas palavras sfo usadas com diferentes 
sentidos em contextos diferentes; quando a precisio for importante, devemos esco- 
ther cuidadosamente as palavras. 


Um passo importante na resolugdo de um problema é a escolha da notacdo. 
Ela deve ser feita cuidadosamente. O tempo inicialmente dispendido em escolher a 
notacdo pode muito bem ser compensado mais tarde, pols evitamos com isto hesita- 
Ges e confusdes. Além do mais, ao escolhermos cuidadosamente a notagdo, teremos 
de pensar detidamente nos elementos que precisam ser denotados. Assim, pela escolha 
de uma notagdo adequada, podemos dar uma contribuigdo essencial 4 compreensio 
do préprio problema. 


3. Uma boa notagio deve ser inequfvoca, fecunda, facil de lembrar; eta deve 
fugir de segundos sentidos prejudiciais e aproveitar os segundos sentidos Liteis, A 
ordem ea conexdo dos signos devem sugerir @ ordem e a conexéo das coisas. 


4. Os signos devem ser, antes de tudo, inequivocos. € inadmissfvel que o 
mesmo s(mbolo sirva para denotar dois objetos diferentes na mesma questao. Se, na 
resolucdo de um problema, uma certa grandeza for denominada 2, dever-se-d evitar 
chamar, no mesmo problema, qualquer outra coisa de a. Naturalmente, nada impe- 
de que se use essa letra com um sentido diferente num problema diferente. 


Embora seja vedado 0 uso do mesmo sfmbolo para objetos diferentes, 6 admis- 
sfvel o uso de sfmbolos diferentes para o mesmo objeto. Assim, por exemplo, 0 pro- 
duto de 2 e b pode ser escrito. 


exo ack ab, 


Em alguns casos, hé vantagens em usar dois ou mais diferentes signos parao mesmo. 
objeto, mas tais casos exigem um cuidado especial. Geralmente, 6 methor usar somen- 
te um signo para cada objeto e em caso algum devemos usar arbitrariamente signos 
diversos. 


5. Um bom signo deve ser facil de lembrar e facil de reconhecer; o signo deve 
imediatamente lembrar-nos do objeto e o objeto, do signo, 


Um recurso simples para tornar os signos facilmente reconhecfveis é usar 
ais coma simbolos. Por exemplo, na secZo 20, denotamos por r a raza de va- 
tiagfio; por t 0 tempo;por V o volume. Assim, na mesma segdo 20, tivernos de con- 
siderar um raio, mas ndo nos foi possivel chamé-lo de r porque esta letra ja houvera 
sido tomada para denotar uma razdo. H4, ainda, outras restrigdes 4 escolha dos signos 


@ outros meios para torné-los facilmente reconheciveis, os quais sero em seguida 
tratados, 


6. Quando a ordem e a conexéo dos signos sugerem a ordem e a conexéo dos 
objetos, a notaco torna-se nfo s6 prontamente reconhec(vel como também parti- 
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cularmente util para auxiliar a concep¢o do problema. Diversos exemplos fazem-se 
necessérios para ilustrar este ponto. 


{) Para denotar objetos préximos em nossa concepcio do problema, utili- 
zamos letras que ficam alfabeticamente préximas. 


Por isso, geralmente usamos letras iniciais do alfabeto, taiscomo a,b, ¢, para 
dados ou constantes, ¢ letras finais do alfabeto, tais como x, y, 2, para incognitas 
ou varidveis. 

Na segdo 8, usamos 2, b,¢, para denotar os dados comprimento, largura e 
altura de um paralelepfpedo. Nessa ocasifio, 2, b, ¢ foram preferiveis 4 notacdo pelas 
iniciais ¢, /, 2. As trés dimensdes lineares desernpenham a mesma fungdo no proble- 
ma, 0 que ficou realgado pelas letras sucessivas. Além disso, as letras iniciais do al- 
fabeto, a, b,c, sé0, como acabamos de observar, as mais usadas para denotar grande- 
zas dadas. E possivel que, em alguma outra circurstancia, onde as trés dimensées 
desempenhem papéis diferentes e seja importante saber quais seriam as dimensdes 
horizontais e qual a vertical, as notagdes ¢, /, a, houvessem sido preteriveis. 


(I) Para denotar objetos da mesma categoria, geralmente escolhemos letras 
do mesmo alfabeto, usando diferentes alfabetos para categorias diferentes. Assim, 
na Geometria Plana geralmente adotamos: 

Maidsculas romanas, como A, 8, C, para pontos, 

Mindsculas romanas, como a, 8, ¢,. . para linhas, 

Mindsculas gregas, como «, 8, 7 ......- para angulos. 


Quando houver dois objetos da mesma categoria que apresentem entre si uma 
relacdo particular, de relevancia para o problema, pademos escolher, para denoté-los, 
letras correspondentes, tais como A e a, & e &, assim por diante. Um exempio 
conhecido é a notagdo habitual para um triénguio: 


A, B, C denotam os vértices, 
2, b, ¢ denotam os lados, 
a B ¥ denotam os dngulos. 


Fica entendido que 2 6 0 lado oposto ao vértice A eo anguloem A é a. 


(1) Na segdo 20, as letras a, &, x, y foram particularmente bem escolhidas 
para indicar a natureza e a conexo dos elementos denotados. As letras a,b lem- 
bram que as grandezas denotadas sdo constantes; x, y indicam varidveis; a precede 
b assim como x precede y, o que sugere que a relacdo existente entre a ¢ b éa 
mesma que existe entre x e y. De fato, a e x s&o horizontais, b e y sao ver- 
ticaise a:b = xy. 


7. Anotacdo ‘ 


AABC ~ AEFG 


indica que os triangulos em questdo so semelhantes. Nos livros modernos, a formu- 
la revela ainda que os vértices se correspondem na ordem em que estdo escritos, 
Aa &, 8aF, € a G. Nos livros mais antigos, esta convencao ainda nao era ado- 
tada; o leitor tinha de othar a figura ou fembrar a derivacdo para verificar a correspon- 
, déncia entre os vértices. 


A notacdo moderna é preferivel, pois ela permite tirar conclusées sem ver a 
figura. Assim, com seu auxilio, podemos concluir que 


LA=LE 
AB. BC = EF : FG 


e estabelecer outras relagdes do género. A notacdo antiga é menos expressiva e ndo 
Proporciona tais conclusdes definitivas. 


Uma notagSo que exprime mais do que uma outra pode ser considerada mais 
fecunda. A notag¢3o moderna para semalhanga de triéngulos é mais fecunda do que 
a antiga, pois reflete melhor a ordem e a conexao dos elementos e, por isto, propor- 
ciona maior numero de conclus6es do que a notagdo antiga, 


8. As palavras tém segundos sentidos. Certos contextos em que uma palavra 
€ usada com freqiiéncia acabam por influencié-ta, acrescentando ao seu sentido ori- 
ginal algum matiz, ou segundo sentido, ou “conotacdo"”. Quando escrevemos cuida- 
dosamente, procuramos escolher, dentre as palavras que tém quase o mesmo signifi- 
cado, aquela cujo segundo sentido mais se adapta ao caso. 


Algo semelhante se passa com a notagao matemética. Até mesmo os simbolos 
mateméticos padem adquirir, dos contextos em que forem muito usados, uma espé- 
cia de segundo sentido. Para escolher com cuidado a nossa notacSo, temos de levar 
em conta esta circunstancia. Exemplifiquemos, 


Ha certas letras que adquiriram um significado tradicional firmemente arrai- 
gado. Assim, e geralmente denota a base dos logaritmos naturais; ¢ 6 </— 1, a uni- 
dade imagindria, e m 6 3 relag3o entre a circunferéncia do circulo & o didmetro. 
De um modo geral, & preferivel 56 usar estes ¢{mbolos no seu significado tradicional. 
Se usarmos um deles com um outre sentido, o seu significado tradicional poderé 
ocasionalmente interferir ou causar embaraces € enganos. E verdade que segundos 
sentidos desta espécie causam menos prejuizos aos principiantes, que ainda néo 
estudaram muitas matérias, do que aos matematicos, que devem ter experiéncia su- 
ficiente para livrar-se de inconvenientes desta natureza. 


O segundo sentido dos simbolos pode também ser util, até mesmo muito Util, 
se for tratado com habilidade. Uma notacdo usada em ocasides anteriores pode aju- 
dar-nos a relembrar aigum procedimento aproveitavel; 6 evidente que devemos ter o 
necessério cuidado de separar claramente © significado presente (primério) do sim- 


bolo do seu significado anterior (secundério). Uma notacdo habitual [como a notac3o 
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tradicional para as partes de um tri@ngulo mencionada em 6(II) acima] apresenta 
grandes vantagens; ela pode nos auxiliar a relembrar vérios procedimentos em que foi 
anteriormente usada. Lembramo-nos de formulas por meio de alguma notacdo habi- 
tual. Naturalmente, é preciso tomar as devidas precaucdes quando, por circunstancias 
especiais, somos compelidos a usar uma notagao habitual num contexto diferente do 
usual, 

9. Quando temos de escolher entre duas notagdes, um motivo pende para 
uma delas ¢ um outro motivo pende para a outra. Precisamos de experiéncia e de cri- 
tério para escolher a notagdo mais adequada, do mesmo modo que precisamos dessas 
mesmas qualidades para escolher as palaveas mais apropriadas. E bom, no entanto, 
conhecer as vantagens e desvantagens descritas nos pardgrafos precedentes. De qual- 
quer maneira, devemos escolher cuidadosamente a notacdo e ter uma boa razao 
para tal escolha. 


10. No apenas os piores alunos da turma, mas até estudantes bem inteligentes, 
podem ter aversio 4 Algebra. Ha sempre alguma coisa de arbitrario e artificial numa 
notacao e o aprendizado de uma nova notacdo constitui uma sobrecarga para a me- 
miédria. O estudante inteligente recusara aceitar esse Snus se ele ndo notar nisso 
nenhuma compensacdo. A sua aversdo pela Algebra se justificard se ndo Ihe for dada 
ampla oportunidade para que ele se convenga, por sua propria experiéncia, de que a 
linguagem dos simbolos matemdticos ajuda o raciocinio. Auxilid-lo nessa experiéncia 
constitui uma das mais importantes tarefas do professor. 


Digo que é uma tarefa importante, mas ndo que ela seja facil. As observagSes 
precedentes podem ser de alguma utilidade. Ver também EQUACIONAMENTO. A veri- 
ficag3o de uma formula pela discussdo detalhada dos seus elementos pode ser reco” 
mendada como um exerc{cio particularmente instrutivo; ver sepdo t4e E POSSIVEL 
VERIFICAR © RESULTADO? 2. 


O futuro matematico deverd ser um hdbil solucionador de problemas, mas 
nfo sé isto. Oportunamente, ele ter de resolver sérios problemas mateméticos e, 
primeiro, dever4 descobrir para que tipos é mais bem dotado. 


Para ele, a mais importante parte da sua atividade é o retrospecto da resolugéo 
completa. Ao verificar como trabalhou e a forma final da resolugdo, poder encontrar 
uma intinita variedade de coises a observar. Podera meditar sobre a dificuldade do 
problema e sobre a idéia decisiva, poderd tentar identificar tanto o que Ihe trouxe 
dificuldades como o que o auxiliou. Poderd procurar idéias simpies, intuitivas: 
£ possivel vé-fo num relance? Poder& comparar e estabelecer métodos diversos: 
E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente? Poderd tentar esclarecer 
© problema comparando-o com outros ja resolvidos anteriormente e inventar novos, 
que possam ser resolvidos com base no que acaba de resolver: E posstvel utilizar 0 
resultado, ou 0 métode, em algum outro problema? Ao digerir os problemas que 
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solucionou de forma tio completa quanto foi capaz, ele poderé adquirir um co- 
nhecimento bem ordenado, pronto para ser utilizado. 


© futuro matematico aprende, como todos, pela imitacdo e pela pratica. 
Ele deverd procurar, para imitar, 0: modelo certo. Deverd observar o professor que o 
estimula a competir com um colega capaz. Af entdo, o que é mais importante, 
‘ele deverd ter, nfo sé os livros adotados, mas também os bons autores, até encontrar 
um deles cujas caracteristicas esteja naturaimente inclinado a imitar. Devera apreciar 
@ procurar aquilo que lhe parece simples, instrutivo ou belo. Deverd resolver pro- 
blemas, escolhendo os mais ao seu feitio, e inventar novos. Por estes meios, e todos 
OS outros meios, deverd esforcar-se para fazer a sua primeira descoberta importante: 
ele deverd descobrir os seus gostos @ as suas aversSes, a sua propria predilegio. 


O leitor inteligents de um livro de Matematica deseja duas coisas: 
Primeiro, verificar se o presente passo do argumento esta correto; e 
Segundo, compreender o objetivo desse passo. 


O ouvinte inteligente de uma aula de Matematica tem os mesmos desejos. 
Se ele nfo conseguiu verificar que aquele passo do argumento esté correto e até 


suspeitar que, possivelmente, esteja incorreto, poderd protestar e fezer uma per- 


gunta. Se nao puder perceber nenhum objetivo nesse passo, nem suspeitar de nenhuma 
justificativa para o mesmo, ele dificilmente conseguird, sequer, formular uma objecdo 
clara, no protestard, ficaré apenas desanimado e enfadado e perderd o fio do ar- 
gumento. : 


0 autor e o professor inteligentes devem ter tais pontos em mente. E certa- 
mente necessério escrever e falar com correcéio, mas néo é suficiente. Uma dedugéo 
corretamente apresentada no fivro ou no quadro-negro pode ser inaccessfvel e pouco 
instrutiva se 0 objetivo dos passos sucessivos for incompreenstvel, isto é, se o leitor, 
ou 0 ouvinte, néo conseguir entender como foi possivel encontrar 0 argumento, 
se ele néo for capaz de obter da apresentégdo nenhum indicio que the sirva para 
encontrar por si sé 0 argumento. 


As indagacGes e sugestGes da nossa lista podem ser titeis ao autor e ao professor 
por frisarem o objetivo e a motivac3o do argumento. Particulermente util a este 
respeito 6 a indagagSo: UTILIZOU TODOS OS OADOS? O autor, ou o professor, podera 
mostrar, com o seu auxilio, uma boa razdo para levar em consideragao um dado que 
até af ndo fora utilizado. O leitor, ou o ouvinte, poderd usar a mesma indagecéo 
para compreender a razdo que levou o autor, ou © professor, a considerar tais ¢ tais 


elementos, e sentir que, ao fazer a pergunta, poderia ter, ele proprio, descoberto 
este passo do argumento. 


© professor de Matematica tradicional ¢ distrafdo. Geralmente aparece em 


piblico com um guarda-chuva perdido em cada mao. Prefere ficar de frente para o 
quadro-negro e dar as costes 20 auditdrio. Escreve a, diz 6, quer dizer ¢, quando 
deveria ser d, Alguns dos seus ditos sio passados de geracdo a geracdo. 


“Para resolver esta equacdo diferencial, basta olhar bem para ela até que 
Ihe ocorra uma solug&o."” 


“Este principio 6 tdo perteitamente genérico que € impossivel aplicd-lo a 
qualquer caso particular.” 


“A Georretria é a arte de raciocinar corretamente sobre figuras incorretas.” 
“© meu método para superar dificuldades é contorné-las."” 


“Qual é a diferenca entre um método e um artificio? Um métedo é um arti- 
ficio que se usa duas vezes.” 


No final das contas, 6 sempre possivel aprender alguma coisa com o professor 
tradicional. Tenhamos a esperanca de que o professor de Matemética com o qual 
nada se possa aprender nJo se torne tradicional, 


© solucionador de problemas inteligente muitas vezes faz 2 si proprio inda- 
gagdes semelhantes &s constantes da nossa lista. Talvez tenha, ele mesmo, descoberto 
perguntas desse tipo ou, tendo ouvido de outrém uma tal pergunta, haja por si 
descoberto a sua utilizagdo apropriada. Possivelmente ele ndo tem consciéncia de 
que repete sempre a mesma indagagdo estereotipada. Ou a indagacao é sua favorita: 
ele sabe que ela é parte da sua atitude mental apropriada a uma determinada fase 
do seu trabalho e assume a atitude certa ao fazer a indagagao certa. 


© solucionador de problemas inteligente poderd achar uteis as indagacdes 
e sugestes da nossa tista. Poderé bem compreender as explicagdes e os exemplos 
que ilustram uma certa indagacdo, poderé perceber a utiliza¢do adequada da pergunta. 
Mas nao poder ter plena compreensda até que se defronte, no seu proprio trabalho, 
com 0 procedimento que a indagacdo procura provocar e, verificando por experiéncia 
prépria a sua utilidade, descubra por si mesmo a utilizagdo apropriada da pergunta. 

© solucionedor de problemas inteligente deveré estar preparado para fazer 
todas as indagagGes da lista, mas nfo deverd fazer nenhuma delas a menos que seja 
levado a isso pelo exame cuidadoso do problema que se apresenta e pelo seu proprio 
discernimento isanto. De fato, ele mesmo devers verificar se a presente situacdo é ou ndo 
suficientemente sernelhante a uma outraem que viu a indagagéo aplicada com sucesso. 

O solucionador de problemas inteligente procura, antes de tudo, compreender 
0 problema tanto quanto possivel completa e claramente. Isto nao é, no entanto, 
suficiente: é preciso que ele almeje sinceramente chegar 4 solucdo. Se no tiver 
um real anseio de resolver o problema, seré melhor deixd-lo de lado. O verdadeiro 
segredo do sucesso consiste em consagrar toda a sua personalidade ao problema. 
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Pappus, grande matemético grego, viveu Provavelmente em torno do ano 300 
de nossa era. No Livro VII, das suas Colfectiones, Pappus descreve um ramo de 
estudo que ele chamou de anafyomenos. Podemos traduzir este nome par “Tesouro 
da Anilise", ou “Arte de Resolver Problemas” ou, mesmo, “Heur(stica”’. Esta ultima 
denominapdo parece aqui preferivel, Segue-se uma versio livre do texto original: 


“A chamada Heur/stica 4, em suma, um compo ‘especial de doutrina para uso daqueles 
que, depois de terem estudado os Elemento: comuns, desejam adqu 3 capacidade de 
resolver problemas matemdticos e somente serve para este fim, E resultado do trabalho: 
dia trés homens: Euclides, o autor dos Elementos, Apolénio de Perge e Aristeu, © Antigo, 
Ela ensina os pracedimentos de anitise a da sintese. 

“Na andlise, comecamos por aquilo de que se precisa e que admitimos como certo © 
oxtraimos conseaiigncias disso @ consagiéncia des conseqiléncias até chegarmas a um ponto 
ave Podemos user como de partida da sintese. Porque na andlise admitimos que o que precisa 
ser feito 8 0 foi (0 que se procura jé foi encontrado, o que se tem a demonstrar é verdadeiro). 
Indagamos de qual antecedente Poderd ser deduzido o resultado desejado; em seguida, in- 
digamos de novo qual poderd ser o antecedente desse antecedente e assim por diante, até 
chegarmas finaimente 9 algo que j4 conhecemos ou que admitimos camo verdadeiro. A este 
Procedimento chamamos anétise, ou regresso ou raciocinio regressivo. 


‘Mas na sintese, invertendo 0 processo, partimos do uitime ponto a que chegamos na 
anélise, daquiio que j4 sabamos ou admitimos come verdadeira, Disso Geduzimos 0 que o 
Precedeu na andlise e continuamos a fazer dedupSes até que, percorrendo © mesmo caminho 
RO outro sentide, conseguimos finalmente chegar acnde queriamos. A este procedimento 
chamamos sintese, ou resolugdo construtiva Ou raci iO progressivo. 


“Ora, h& dois tipos de andlise: um, 4 a andiise de “problemas de demonstrag3o” e€ visa 
8 estabelecer 2 verdade dos teoremas; o outro, 6 4 andlise dos “problemas de determinagio”, 
que visa @ encontrar as incdgnites. 

“Quando s trata de um “problema de demonstrago”, temas de demonstrar ou refutar 
um ‘teoreme claremente enunciado A. Ndo sabemos ainda se A 6 vardadeiro ou falso, 
mas deduzimos de A um outro teorema 8, de B um outro € @ assim sucessivamente, 
até chegermos a um altimo teorama 4, acerca do qual temos um conhecimento definitive. 
Se £ for verdadeiro, A também o serd, desde que todas as nossas dedugdes forem con- 
versivels, A partir de £, deduzimos o teorema K, que prececeu 1 na andlire ©, procedendo 
da mesma mansirs, retrocedemos: de C demonstramos 8, de 8 demonstramos A assim 
chegamos ao nosso objetivo, Se, porém L for falso, teremos demonstrado que A é falso. 

“Tratande-s9 de um “problema de determinagéo”, temos de encontrar uma certa incégnita 
X due sitisfacs uma condicionante claremente enunciada. Ndo sabemos ainda se é Possivel 
ue slgume coisa satisfaré ou no @ condicionante. Mas, admitindo que hd um valor de 
% que sitisfaz a condicionants, dela deduzimos uma outra incégnita y que tem de satisfazer 
uma condicionante correlata, Em  seguida, correlacionamos y com uma nova incégnita 
© assim sucessivamente, até chegarmos a uma iiltima incégnita 2 que podemos encontrar 
Por algum método conhecido, Se realmente houver um z que satisfaca a condicionante 
8 ete Imposta, haverd também um x que satisfard a condicionante original, desde quo 
todas as nossas deducdes foram conersiveis, Encontramos primeiro 2; 8M seguida, conhe- 
vendo z, encontramos 8 incdgnita que precedeu z na andlise; procadendo da mesma me- 
Naira, retrocedemos « finaimente, conhecendo y, obtemes x, que 6 0 nosso objetivo. 


Se, porém, nada houver que satisfaga_a condicionante imposta a z, o problema relative 
@ X no tem solugda”. 


Nio devemos esquecer que esta citagZo nao é uma tradugdo literal e sim uma 
versdo livre, uma pardfrase. Diversas diferencas que existem entre esta pardfrase 
2 0 original merecem alguns comentirios, pois o texto de Pappus é muito importante 
por varios motivos. ; 7 

1. A nossa pardfrase usa uma terminologia mais Genelia oie 0 original 
e introduz os simbotos A, 8,...L,x,y, -.. 2, que n&o aparecem no original. 


2. A paréfrase diz (pig. 104, linha 8) “problemas mmarernaticos, onde 
no original aparece “problemas geométricos"”. Isto destaca que os peers 
descritos por Pappus ndo estéo, de modo algum, restritos a problemas de Geometria. 
De fato, eles ndo se restringem nem mesmo a problemas da Matetnatice: eee 
a ilustrar esta afirmagao por meio de exemplos, pois, hasta quettae, a Senerall - : 
2 a independéncia do assunto especitico so de grande importancia (ver a secdo 3). 


3. Exempio algébrico. Determinar o valor de x que satisfaz a equacdo 


B(4* + 47%) — BA(2* + 27%) + 101 =O. 


Trata-se de um “problema de determinacdo” ndo muito facil para um aaa 
Ele precisa estar familiarizado com a idéia da andlise. N&o, é evidente, com a oe 
“andlise”’, mas sim com a idéia de chegar ao objetivo pela redugdo sucessiva. im, 
disso, tem de conhecer os tipos mais simples de equagdes, Mesmo com alguns co- 
nhecimentos, é preciso surgir uma boa idéia, um pouco de sorte, um pouco de 
invencSo, para observar que, como 4% = (2%)? e 4 = (2*)-?, pade haver van- 


tagens em introduzir 
- yor, 


Ora, esta substituic¢go é realmente vantajosa, pois a equacdo em y assim obtida 


1 f 1) _ 
24—}—B4(y+— }+101 = 0. 
a(v 7) ( y 


parece mais simples do que a equacdo original. Mas nao terminou a nossa tarefa. 
E preciso uma outra pequena invencdo, uma outra substituigéo 


z=yt— 
y 


que transforma a condicionante em 
8z? — 847+ 85 =0. 


i i a 
Aqui cessa a andlise, desde que o solucionedor do problema saiba resolver umé 


equagiio do segundo grau. 


Em que consiste a sintese? Em executar, passo a passo, os calculos cuja pos- 
sibilidade foi indicada pela andlise. O solucionador nao necessita de nenhuma outra 
idéia para concluir a resolugdo, apenas de alguma paciéncia e de aten¢do ao calcular 
as varias incégnitas. A ordem dos célculos é inversa 4 ordem da invencdo: primeira 
calcula-se z (z = 5/2, 17/4}, em seguida y {y = 2, 1/2, 4, 1/4) e, finalmente, 
a@ incdgnita originalmente procurada x (x = 1, —1, 2, —2). A sintese retracede 
palas passos da andlise e, por este exemplo, ¢ facil de ver porque assim 6. 


4, Exemplo nio-matemitico. Um homem primitivo deseja atravessar um 
riacho, mas n&o pode fazé-lo da maneira habitual porque o nivel da dgua subiu 
desde a véspera. Por isso, a travessia tornou-se o objeto de um problema: “a travessia 
do riacho” 6 0 x deste problema primario. O homem pode lembrar-se de j& ter 
atravessado algum outro riacho por uma érvore cafda. Ele procura ao redor uma 
drvore cafda que Ihe sirva, a qual se torna a sua nova incégnita, o seu y . O homem 
néo encontra nenhuma nessas condic¢des, mas ha muitas drvores em pé a margem 
do riacho; ele deseja que uma delas caia. Ser-Ihe-ia possivel fazer uma 4rvore cair 
atravessada sobre o riacho? Surgem uma grande idéia e uma nova incégnita: por 
que meios poderia o homem derrubar a drvore por sobre o riacha? 


Esta seqiiéncia de idéias deve cnamar-se andlise, se aceitamos a terminolo- 
gia de Pappus. Se o homem primitive conseguir conciuir a sua andlise, ele poderd 
tornar-se o inventor da ponte e do machado. Qual ser4 a sintese? A traducdo das 
idéias em agdes, © ato final da sfntese sera a passagem do homem por sobre a 4r- 
vore através do riacho. 


Os nossos objetos comparecem na andlise e na sintese; eles exercitam o ra- 
ciocinio do homem na andlise e os seus musculos na sintese. A andlise consiste 
em pensamentos; a sintese, em atos. Ha uma outra diferenca: as respectivas ordens 
so inversas. A travessia do riacho é © primeiro desejo, do qual parte a andlise, 
e 6 o Ultimo ato, com o que se conclui 2 sintese, 


5. A paréfrase indica, com um pouco mais de clareza do que o original, a 
conexdo natural que existe entre andlise e sintese, a qual se evidencia pelos exemplos 
Precedentes. A andlise vem naturalmente em primeiro lugar, a sintese vem depois; 
a anilise 6 invencdo e a sintese, execucdo; a andfise consiste em conceber um plano 
ea sintese, em executé-lo. 


6. A pardfrase preserva, e mesmo dé énfase, a certas frases curiosas do original: 
“admitindo qué o que precisa ser feito ja o foi, o que se procura ja foi encontrado, 
© que se tem a demonstrar é verdadeiro”, [sto & paradoxal, pois nao estaremos 
iludindo @ nés prédprics ao admitirmos que o problema que temos a resolver j4 esté 
resolvido? Isto 6 confuso, o que quer dizer? Se considerarmas atentamente o 
contexto e procurarmos honestamente compreender a nossa prépria experiéncia 
na resolug3o de problemas, néio haveré dividas quanto ao significado. 


Consideremos, primeira, um, “problema de determinacio”. Chamemas a 
ineégnita de x e os dados de 2, b,c. “Admitir o problema como resolvido” sig- 
nifica presumir que haja um objeto x que satisfaz a condicionante — isto 6, cujas 
retagdes com os dados 3, b, ¢ sZo aquelas impostas pela condicionante, Esta supo- 
sigfio 6 feita apenas para dar in(cio a antlise, é provisoria e a nada prejudica, Porque, 
se nfo houver um tal objeto e se a anélise ndo nos levar a parte alguma, na certa 
chegaremos a um prablema final insoldvel, o que evidenciaré que 0 nosso original 
nao tem solucgo. A suposicdo é, portanto, util. Para examinarmos a condicionante, 
temos de conceber, de representar para nos mesmos, ou de visualizar geometri- 
camente, aqueias relacdes entre x e 2,6,c impostas pela condicionante. Como 
entéo poderfamos fazer isto sem conceber, representar ou visualizar x como existen- 
te? Finalmente, a suposic¢ao é natural. O homem primitivo, cujos pensamentos ¢ atos 
comentamos no item 4, imagina-se a atravessar o riacho andando por sobre uma arvo- 
re caida, antes de realmente poder fazé-lo: ele vé o seu problema “como resolvido”’. 

© objeto de um “problema de demonstracdo” 6 demonstrar um determinado. 
teorema A. © conselho de “admitir A como verdadeiro” & apenas um convite 
a tirar conclusdes sobre o teorema A, embora ndo o tenhamos ainda demons- 
tvado. As pessoas que tém um certo cardter mental e uma certa filosofia podem 
recusar-se a tirar conclusdes de um teorema ainda ndo demonstrado, mas elas serio 
incapazes de dar in{cio a uma andlise (ver FIGURAS, 2} 


7. A pardfrase emprega duas vezes a importante frase “desde que todas as de- 
dugdes forem convers{veis” (pag. 104 linhas 31.2 e pég. 104 linhas 42.3). Trata-se de 
uma interpolac4o, pois no original nada disso aparece e a falta de uma tal ressalva tem: 
sido observada e criticada nos tempos modernos. Para uma nogdo de “redugso 
conversfvel”, ver PROBLEMA AUXILIAR, 6. 


8. A anilise de “problemas de demonstragéo” é descrita na paréfrase com 
palavras muito diferentes daquelas usadas no original, mas sem alterago do sentido; 
pelo menos, néo houve intencao de alterar o sentido original. A andtise de ‘“proble- 
mas de determinagdo” é, no entanto, explicada muito mais objetivamente na paré- 
frase do que no original. Este parece ter visado 4 descricdo de um procedimento algo 
mais genérico, qual seja o preparo de uma cadefa de problemas auxiliares equiva- 
Jentes, que 6 abordada em PROBLEMA AUXILIAR, 7. 


9. Muitos livros elementares de Geometria contém algumas observacdes 
sobre andlise, sintese e “admitinds o problema como resolvido”. Nao hé divida que 
esta tradi¢o quase inextirpdvel remonta a Pappus, embora dificiimente se encontre 
um livro didético atual cujo autor revele qualquer conhecimento direto de Pappus. 
© assunto € bastante importante para ser mencionado em livras elementares, mas & 
também facilmente mal compreendido., Basta a circunsténcia de que ele se restringe a 
livros de Geometria para mostrar a atual falta de compreensfo (ver comentarios 
No item 2, acima). Se estes comentarios puderem contribuir para melhor compre- 
ensio deste assunto, a sua extensdo ficara plenamente justificada. 
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Para um outro exemplo, de um ponto de vista diferente, e mais comen- 
tarios, ver REGRESSAO. 


Comparar também com OEMONSTRAGAG POR ABSURDO E DEMONSTRACAG 
INDIRETA . 


Peradoxo da inveng3o. E possfvel que, quanto mais ambicioso for o plano, 
maiores sejam as suas probabilidades de sucesso. 


Esta afirmagao parece paradoxal. No entanto, quando passamos de um proble- 
ma para outro, muitas vezes observamos que é mais facil lidar com o nove problema, 
mais ambicioso. E possivel que seja mais f4cil responder a muitas perguntas do que a 
uma sé. O teorema mais abrangente pode ser facil de demonstrar: 0 problema mais 
genérico, mais facil de resolver. 


O paradoxo desaparece se examinarmos mais de perto alguns exemplos 
(ver GENERALIZACAO, 2; INDUGAO E INDUGAO MATEMATICA, 7). © plano mais 
ambicioso poderé ter maiores possibilidades de sucesso, desde que ele ndo esteja 
baseado em simples pretensSo, mas sim na viso de coisas para além daquelas ime- 
diatamente proximas. 


Particularizagio é a passagem da consideracdo de um dado conjunto de ele- 
mentos para a consideragdo de um conjunte maior, ou para a de apenas um dos 
elementos contidos no conjunto dado. A particularizagdo revela-se, muitas vezes, 
Util na resoluggo de problemas. 


1, Exempico. Num triangulo, sejam ro raio do cfrculo inscrito; A o raio 
do cireulo cinscunscrito e H a maior altura. Nessas condicdes 


r+ RH, 


Temos a demonstrar (ou a refutar) este teorema.* Temos assim um “problema 
de demonstracio”. 


Q teorema proposto ¢ incomum. Néo nos lembramos de nenhum teorema 
relativo a tridngulos que tenha uma semelhante conclusdo. Se nada mais nos ocorrer, 
poderemos verificar algum caso particular desta estranha afirmativa. Ora, o mais 
conhecido triangulo particular é 9 eqililétero, para o qual 


de modo que, neste caso, a afirmativa est correta. 


* Do American Mathematical Monthly, vol. 50 (1943), pig. 124 8 vol. 54 (1944), 
pays. 234-236, 


Se no surgir outra idéia, poderemos verificar 0 caso particular mais ampio 
do triangulo isésceles. A forma deste varia com o anguio do vértice e hé dois casos 
extremos (ou limites); um, no qual aquele Angulo se reduz a 0°, e 0 outro em que o 
Angulo se torna 180°. No primeiro caso extremo, a base do tridngulo is6sceles 
desaparece e, portanto, 


r=0 


ficando assim verificada a afirmativa, No segundo caso-limite, porém, desaparecem 
todas as trés alturas e 


A afirmativa nao se verifica. Demonstramos que o teorema proposto é falso e assim 
fica resolyide o nosso problema. 


A propésito, 6 claro que a afirmativa é também falsa para triangulos isdsceles 
muito raros, com angulos nos vértices proximos de 180°, de modo que podemos 
“oficialmente” desprezar os casos extremos cuja consideragao no nos pareca muito 
“ortodoxa”. 


2. “Lexception confirme fa régie’. Precisamos aceitar este ditado, téo 
difundido, como uma brincadeira que ridiculariza o desleixo de certo tipo de ldgica. 
Se tomarmos as coisas a sério, bastard uma excec4o para refutar irrevogavelmente 
qualquer regra ou enunciado genérico. O método mais comum e, sob certos as- 
pectos, melhor para refutar um tal enunciado consiste precisamente em encontrar 
um elemento que nao o satisfaga. Um tal elemento é chamado de contra-exempio 
por alguns autores. 


O enunciado pretensamente genérico é relativo a um certo conjunto de ele- 
mentos; para refuté-lo, particularizamos, isto 6, retirarmos do conjunto um elemento 
que ndo o satisfaca. O exemplo precedente {item 1) mostra como isto se faz. 
Podemos primeiro examinar qualquer simples caso particular, escolhido mais ou 
menos ao acaso, que possamos verificar com facilidade. Se 6 teste revelar que o 
caso no esté de acordo com o enunciado genérico, este fica refutado e a nossa 
incumbéncia, concluida. Se, porém, © elemento examinado satisfizer o enunciado, 
poderemos do seu exame deduzir alguma indicagSo. Podemos receber a impressio 
de que o enunciado poderia ser, no final das contas, verdedeiro e, também, alguma 
sugest4o quanto a direc#o a tomar para procurar a demonstragéo. Ou, entéo, po- 
demos perceber alguma sugestao que nos leve a um contra-exemplo, isto é, a outros 
casos particulares que devemos verificar. Podemos modificar 0 caso que acabarnos 
de examinar, varié-lo, investigar algum caso particular mais amplo, procurar casos 
extremos, como exemptificado no item t. 
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‘Os casos extremos so particularmente instrutivos. Se um enunciado genérico 
pretender aplicar-se a todos os mamiferos, ele deverd se aplicar até aos mam/feros 
excepcionais, como a baleia. Nada esquesamos este caso extremo da baleia. Do seu 
exame, poderemos refutar o enunciado genérico; ha uma bea probabilidade disso, 
pois os inventores de generalizagGes tendem a esquecer estes casos extremos. 
"Se, no entanto, verificarmos que o enunciado geral se aplica até a casos extremos, 
a evidéncia indutiva derivada desta verificagdo sera forte, exatamente porque era 
forte a perspectiva de refutagdo. Ficamos, assim, tentados a reformular o ditado 
com que iniciamos este item: “As provaveis excecdes pSem a prova a regra”’. 


3. Exemplo. Sio dadas as velocidades de dois navios e as respectivas posicdes 
num determinado momento. Ambos os navios sequem rumos :etilineos, a veloci- 
dades constantes. Calcular a distancia entre os dais navios no momento em que eles 
estiverem mais proximos um do outro, 


Qual & a incégnita? A menor disténcia entre dois corpos em movimento. 
Os corpos devem ser considerados como pontos materiais. 


Quais sie os dados? As posigdes dos pontos materiais méveis e as respectivas 
velocidades. Estas séo constantes em grandeza e sentido. 


Qual € @ condicionante? A distancia tem de ser determinada no instante 
que eia for minima, isto 6, no momenta em que os dais pontos méveis {os navias) 
estiveram mais préximos um do outro. 


oa 


Figura 19 


Trace uma figura, Adote uma notagéo adequada. Na figura 19, os pontos 
Ae @ assinalam as posicdes iniciais dadas dos dois navios. Os segmentos de retas 
orientadas {vetoras) AP @ 8Q  representam as velocidades dadas, de modo que 
@ primeiro navio desloca-se segundo a reta que passa pelos pontos A e P e percorre 
a distancia AP na unidade de tempo. O segundo navio desloca-se analogamente, 
segundo a reta 80. 


Qual € @ incégnita? A menor distancia entre os dois navios, aquele que se 
destoca segundo AP @ 0 outro, segundo 8Q. 


Esta claro agora o que devemos encontrar. No entanto, se desejarmos em- 
Pregar apenas meios elementares, 6 poss'vel que continuemos no escuro quanto a 
maneira de encontrar o que queremos. O problema no 6 muito facil e a sua difi- 
culdade apresenta um matiz peculiar, cuja descrigfo podemos tentar, dizendo 
que “hd variedade demais”. As posigdes iniciais e finais, A e B @ as velocidades 
AP e@ BQ podem ser dadas de vérias maneiras. De fato, os quatro pontos A, B, P 
e Q podem ser escolhidos arbitrariamente. Ora, quaisquer que sejam os dados, 
a solugdo pedida deve ser aplicével e n&o sabemos ainda como ajustar uma mesma 
solugdo a todas estas possibilidades. Deste sentimento de “variedade demais’’, 
podem emergir finalmente a pergunta e a resposta seguintes: 


E possfvel imaginar um problema correlato mais acessivel? Um problema 
mais particular? Naturalmente, h4 o caso extremo em que uma das velocidades 
€ nula. Sim, o navio pode estar ancorado em 8, Q pode coincidir com 8. A menor 
distancia entre o navio imével ¢ o navio em movimento & a perpendicular & reta 
segundo a qual se desloca este tltimo. 


4, Sea idéia anterior surgir com a premonico de que h4 mais coisas pela 
frente e com o sentimento de que o caso particular extremo (0 qual poderia parecer 
simples demais para ser relevante) tem alguma fun¢do a desempenhar — entdo ela 
ser4 mesmo uma idéia brilhante. 


Eis um problema correlato, o problema particular que acaba de ser resolvido. 
E posstvel utilizd-to? E possivel utilizar 9 seu resultado? Deve-se introduzir algum 
elemento auxiliar para tornar possfvel a sua utifizagSo? Ele deve ser utilizado, 
mas como? Como poderia o resultado do casa em que & estd em repouso ser 
utilizado no caso em que B esté em movimento? O repouso é um caso particular 
do movimento. £& o movimento é relativo — e, portanto, qualquer que seja a dada 
velocidade de 8, posso considerar B como estando em repouso! Eis a idéia com 
maior clareza: se eu imprimi ao sistema inteiro, que compreende ambos os navios, 
© mesmo movimento uniforme, as posigdes relativas néo variam, as distancias rela- 
tivas permanecem as mesmas € 0 mesmo ocorre particularmente com a menor dis: 
tancia relativa entre os dois navios ; pedida no problema, Ora, posso imprimir um 
Movimento que reduza a zero a velocidade de um dos navios, reduzindo assim o 
caso gerat do problema ao caso particular recém-resalvido. Acrescentemos uma velo- 
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cidade, oposta a Q, mas da mesma grandeza, tanto a BQ comoa AP. Este é 
© problema auxiliar que torna possivel a utilizagao do resultado particular. 


Figura 20 


Ver na figura 20 a determinagao grafica da menor distancia, BS. 


5, A resolugao anterior (itens 3 e 4) apresenta um modelo légico que merece 
ser comentado e iembrado. 


Para resolvermos o problema. original (item 3, primeiras tinhas), resolvemos 
primeira um outro probiema que chamamos, apropriadamente, de problema auxiliar 
{item 3, ditimas linhas). Este problema auxiliar € um caso particular do problema 
original (0 caso particular extremo no qual os dois navias esto iméveis). O problema 
original foi proposto e o problema auxiliar, inventado no decurso. O problema 
original parecia dificil, 3 resolugdo do problema auxiliar foi imediata. O problema 
auxiliar era de fato, como um caso particular, muito menos ambicioso do que o 
problema original. Como foi ent&o poss(vel resolver o problema original baseando- 
nos no auxiliar? Porque reduzindo o primeira ao auxitiar acrescentamos uma im- 
portante observacdo suplementar (sobre a relatividade do movimento}. 


Consequimos resolver o problema original gragas 2 duas observacées. Primeiro, 
inventamos um vantajoso problema auxiliar. Segundo, descobrimos uma observacao 
suplementar apropriada para passarmos do auxiliar ao original. Resolvemos o pro- 
blema proposto em dois passes, como poderfamos atravessar um riacho em dois 


passos se tivessemos a sorte de encontrar no meio da travessia uma pedra adequada 
para firmar 0 pé. 


Em suma, utilizamos 0 problema auxiliar, menos diffcil, menos ambicios., 
particular, como um /ntermedidrio na resalugao do problema original, mais dificil, 
mais ambicioso, genérico. 


6. A particularizag3o tem muitas outras aplicagdes que no podemos discutir 
aqui. Basta mencionar que ela pode ser util na verificagao da solupdo (E POSSIVEL 
VERIFICAR O RESULTAUO? 2). 


Um certo tipo algo primario de particularizagdo & muitas vezes de utitidade 
para o professor. Consiste em dar uma interpretacdo concreta aos elementos mate- 
miaticos abstratos do problema. Por exemplo, se houver um paralelep(pedo retangulo 
no problema, o professor poderé tomar a sala de aulas como exemplo (sego 8). 
Na Geometria Espacial, um canto da sala pode servir de origem das coordenadas, 
‘© assoalho e duas paredes como planos coordenados, duas arestas horizontals da 
sala e uma vertical como eixos coordenados. Ao explicar 2 nogdo de superficie 
de revolugdo, o professor traca a giz uma curva na porta e abre-a lentamente. Estes 
sdo, evidentemente, recursos simples, mas nada que puder incutir o interesse pela 
Matematica nos estudantes deverd ser omitido, Por ser a Matematica uma ciéncia 
muito abstrata, a sua apresentacdo precisa ser muito concreta. 


Pedantismo e mestria so atitudes opostas, em relacdo as regras. 


1. A aplicaedo literal, rigida, sem exame, de uma regra, quer ela se aplique 
ou no ao caso, é pedantismo. Alguns pedantes sdo uns pobres tolos; nunca com- 
preenderam a regra que aplicam t&o conscienciosa e indiscriminadamente. Outros 
pedantes so bem sucedidos: escolheram uma boa regra, que compreenderam (antes 
de se tornarem pedantes) ¢ que se aplica a muitos casos e 36 raramente falha. 


A aplicagdo de uma regra com naturatidade, com discernimento, observando 
0s casas aos quais ela é aplicavel e sem jamais deixar o enunciado da regra obscu- 
recer o objetivo da ago ou as oportunidades da situacao, é mestria. 


2. As indagagSes e sugestGes da lista contida neste livro podem ser uteis 
tanto aos solucionadores de problemas quanto aos professores. Mas, em primeiro 
lugar, elas devem ser compreendidas, a sua aplicagéo adequada deveré ser aprendida, 
e aprendida por tentativas, pela experiéncia na sua aplicagdo. Em segundo, o seu 
uso nunca deve tornar-se pedante. Nao deve fazer qualquer indaga¢ao, qualquer 
sugestio, indiscriminadamente, so por hdbito rfgido. Prepare-se para muitas indaga- 
ges e sugestGese use 0 seu discernimento. Se tiver um probleme dificil mas estimulan- 
te, o préximo passo deverd ser motivddo pela consideracdo atenta e compreensiva do 
problema, tal como ele se apresenta. Se o professor desejar ajudar seus alunos, 
precisar4 demonstrar-thes que compreende muito bem suas dificuldades. 
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Quem tiver tendéncia ao pedantismo ¢ precisar apoiar-se em regras, aprenda 
asta: use sempre, em primeiro lugar, a sua cabera. 


Persisténcia, esperanca, sucesso. Seria um engano supor que a resolucdo de 
problemas seja puramente uma “questo intelectual”: persisténcia e emogdes de- 
sempenham, nesse caso, um papel importante. Fraqueza de vontade e aquiescancia 
por comodismo para fazer um pouquinho podem bastar para um problema rotineiro 
na sala de aulas. Mas, para resolver um problema cientitico sério, é necesséria uma 
forga de vontade capaz de sobreviver a anos de trabalho e decepgdes amargas. 


1, A persisténcia flutua entre esperanca e desespero, entre satisfacdo e decep- 
s4o. E facil prosseguir quando se pensa que a solugio se encontra na primeira es- 
quina, mas é dificil perseverar quando nao se vé uma safda para a dificuldade. Exul- 
tamos quando a nossa previsdo se confirma. Ficamos desalentados quando o ca- 
minho que vimos seguindo com certa confianca é repentinamente bloqueado e, 
ai, a nossa persisténcia fraqueje. 


“Hl n'est point besoin espérer pour entreprendre ni réussir pour persévérer.” 
“E possivel empreender sem esperanca e perseverar sem sucesso”. Assim pode 
falar uma vontade inflexivel, ou honrae dever, ou um fidalgo movida por uma causa 
nobre, Este tipo de persisténcia nao serve, porém, para o cientista, que ceverd ter 
alguma esperanca para principiar e algum sucesso para prosseguir. No trabalho 
cientifico, & necess4rio dosar judiciosamente a persisténcia de acordo com as pers- 
pectivas. Ndo ataque um problema se ele néo apresentar algum interesse; decida-se 
a trabathar seriamente se o problema parecer instrutivo; se ele for muito promissor, 
consagre-lhe toda a sua personalidade. Uma vez determinado o objetivo, apegue-se a 
ele, porém ndo o torne desnecessériamente dificil para si proprio. Nao despreze 
pequenos éxitos; pelo contrario, procure-os: Se nao puder resolver o problema 
proposto, tente primeiro resolver algum problema correlato. 


2. Quando um estudante comete erros realmente tolos ou é irritantemente 
vagaroso, a causa 6 sempre a mesma: ele ndo tem qualquer desejo de resolver o 
problema, nem mesmo deseja entendé-lo adequadamente e, por isso, no chegou 
sequer a compreendé-to. Portanto, o professor que realmente deseja ajudar o aluno. 
deve, antes de tudo, estimular a sua curiasidade, incutir-Ihe certo deseja de resolver 
© problema. O professor deve também conceder algum tempo ‘ao aluno, para que 
ele tame a decisdo e se dedique a sua tarefa. 

Ensinar a resolver problemas é educar a vontade. Na resolucdo de problemas 
que, para ele, nao sdo muito faceis, o estudante aprende a perseverar a despeito de 
insucessos, a apreciar pequenos progressos, a esperar pela idéia essencial e a con- 
centrar todo o seu potencial quando esta aparecer. Se o estudante njo tiver, na 
escola, a oportunidade de se familiarizar com as diversas emog&es que surgem na 
luta pela solugio, a sua educagio matemitica teré talhado no ponto mais vital. 


Por que demonstrar? Conta-se que Newton, quando estudante, comegou a 
aprender Geometria, como era habitual no seu tempo, pela leitura dos E/ementos 
de Euclides. Ele estudou os teoremas, viu que eram verdadeiras e omitiu as demons- 
trag&es. No entendia porque alguém se dave ao trabalho de demonstrar coisas tio 
evidentes. Muitos anos mais tarde, porém, ele mudou de opinifio e fez o elogio de 
Euclides. 

A estéria pode ou néo ser autantica, mas a divida permanece: por que apren- 
der, ou ensinar, demonstragdes? O que 6 preferfvel: nada demonstrar, demonstrar 
tudo ou sé demonstrar algumas coisas? Se somente algumas coisas, quais delas? 


1. Demonstracdes completas. Para o légico de um certo tipo, somente 
existem demonstracdes completas. Aquilo que pretender ser uma demonstracdo 
no deverd deixar nenhuma lacuna, nenhuma escapatéria, nenhuma incerteza, pois 
do contrério ndo seré uma demonstracdo. Ser passfvel encontrar nas atividades 
diérias, nos processos legais ou nas ciéncias fisicas, demonstragdes que satisfagam 
to rigorosas exigéncias? Dificilmente. Assim sendo, ndo € facil compreender porque 
precisamos adquirir a idéia de uma demonstrag3o to rigorosamente completa. 


Podemos dizer, com certo exagera, que esta idéia foi transmitida 4 humanidade 
por um homem ¢ um livro: Euclides e seus E/ementos, De qualquer modo, 0 estudo 
dos elementos da Geometria Plana ainda proporciona a melhor oportunidade de 
adquirir a nogdo de demonstragao rigorosa. 

Tomemes como exemplo a demonstragdo do teorema: Em qualquer triangulo, 
a soma das trés ngulos é igual a dois angulos retos.* A figura 21, que constitui uma 
propriedade inaliendével de quase todos nés, precisa de pouca explicagdo. Faz-se pas- 
sar pela vértice A uma linha paralela ao lado BC. Os angulos B e C do triangulo 


A 


Figura 21 


* Parte da Proposi¢fo 32, do Livro | dos E/ementos de Euclides. A demonstraréo qua 
segue n&o 6 da Euclides, mes era bem conhecida dos gregos. 
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sdo iguais a certos 4ngulosem A, como se destaca na figura, pois os Angulos alternos 
sfo em geral iguais. Os trés angulos do triéngulo sao iguais aos trés angulos que tem 
© vértice comum em A e que formam um Angulo de 180°, ou dois angulos retos, 
Fica assim demonstrado o teorema. 


Se o estudante houver passado pelas aulas de Matematica sem ter realmente 
-entendido algumas demonstragdes semelhantes a esta, ele ter todo o direito de 
fazer as mais cdusticas censuras 4 sua escola e a seus professores. De fato, se o 
aluno néo tiver aprendido este ou aquele fato geométrico especifico, nao teré perdido 
muito. Mas se ele nZo se houver familiarizado com as demonstragées geométricas, 
teré deixado escapar os melhores e mais simples exemplos das verdadeiras provas e 
perdido a melhor oportunidade de adquirir a idéia do raciocinio rigoroso. Sem esta 
idéia, faltar-Ihe-6 0 verdadeiro critério pare comparar argumentos de todos os tipos 
que se Ihe apresentam na moderna vida cotidiana, 


Em suma, se a educacéo pretender incutir no estudante as nogdes da prova 
intuitiva e do raciocinio ldgico, ela deverd reservar um lugar para as demonstragdes 
geométricas. 


2. Sistema fégico. A Geometria, tal como apresentada nos Efementos, 
de Euclides, nfo & uma simples colecdo de fatos, mas sim um sistema légico. 
Qs axiomas, as definigSes e as proposig&es no esto relacionadas em seqiiéncia 
aleatoria, mas sim dispostos em perfeita ordem. Cada proposicdo esta de tal maneira 
situada que ela pode basear-se nos axiomas, definigdes e proposi¢des que a precedem. 
Podemos considerar a disposicgo ordenada das proposigdes como o maior sucesso 
de Euclides e o seu sistema légico como o maior mérito dos E/ementos. 


A Geometria euclidiana é, ndo somente um sistema légico, como também 
© primeiro e grande exemplo de um tal sistema, que outras ciéncias tam tentado, 
e continuam tentando, imitar. Deverado as demais ciéncias — particularmente aquelas 
mais distanciadas da Geometria, como a Psicologia ou o Direito imitar a rigida 
légica de Euclides? Trata-se de uma questo discutivel, mas ninguém teré compe- 
téncia para tomar parte na discuss30 se ndo conhecer o sistema euclidiano. 


Ora, 0 sistema da Geometria esté cimentado por demonstragdes. Cada praposi- 
¢Go esté relacionada a axiomas, definigdes c proposic¢des que precedem uma demans- 


tragdo. Sem compreendermos essas demonstrag¢des no poderemas entender a 
propria esséncia do sistema, 


Em suma, se a educacdo pretende incutir no estudante a nogdo de sistema 
légico, deve reservar um lugar para as demonstrag3es geométricas. 


3. Sistema mneménico, O autor no acha que as idéias de evidéncia intui- 
tiva, raciocinio rigoroso e sistema ldgico sejam supérfluas a ninguém. Ha, porém, 
casos em que o estudo dessas idéias ndo é considerado absolutamente necessério, 
devido 4 falta de tempo ou por motivos outros. Mas, até mesmo nestes casos, as 
demonstragdes fazem-se necess4rias. 
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As demonstragdes proporcionam evidéncia e, assim, mantém coeso o sistema 
légico, ajudando-nos a lembrar dos varios itens mantidos em coesio. Tome-se o 
exemplo acima exposto, relativo 4 figura 21, Esta figura evidencia 0 fato de que 
a soma dos angulos de um triéngulo é igual a 180°, A figura relaciona este fato 
com o outro, de que Angulos alternos sdo iguais. Ora, fatos correlacionados sio 
mais interessantes, e é mais facil reté-los, do que fatos isolados. Assim, a figura fixa 
em nossa mente as duas proposicdes geométricas correlacionadas e, por fim, a figura 
@ as propasigdes tornam-se de nossa inalienavel propriedade mental. 


Chegamos agora ao caso em que a aquisi 
necessaria, s6 se desejam certos fatos. Mesmo em tal caso, os fatos devem ser apre- 
sentados com alguma correlacéo, de certa forma sisteméatica, pois a aquisi¢io de 
itens isolados & penosa e estes passam a ser facilmente esquecidos. Qualquer espécie 
de conexdo que estabeleca a unido dos fatos de maneira simples, natural e duravel 
& aqui bem recebida. O sistema nao precisa, neste caso, basear-se na logica, basta 
que ele seja preparado para ajudar eficazmente 2 meméria, que constitua o que se 
chama um sistema mneménica. No entanto, mesmo do ponto de vista de um sistema 
puramente mneménico, as demonstragdes podem ser titeis, especialmente as mais 


Jo de idgias gerais ndo € considerada 


simples. Por exemplo, o estudante precisa aprender o fato relativo & soma dos 
angulos do tridngulo ¢ aquele outro referente a angulos alternos. Existiré um 
meio mais simples, mais natural e mais eficaz de reter tais fatos do que a figura 21? 


Em suma, mesmo quando nao se atribui importancia especial as idéias logicas 
gerais, as demonstragdes podern ser Uiteis como um recurso mneménico. 


4. 0 sistema da livro de receitas. Discutimos neste livro as vantagens das 
demanstragSes, mas certamente ndo propomos que todas elas sejam dadas in extenso. 
Pelo contrério, ha casos em que isto é muito diffcil. Um exemplo importante é o 
ensino do Calculo Diferencial e Integral nos cursos de Engenharia. 


Se o Céleule for apresentado de acordo com os modernos padrées de rigor, 
ele exigiré demonstragdes de um certo grau de exatidgo e sutileza, Mas os enge- 
nheiros estudam o Calculo com vistas 4 sua aplicagdo e nao dispdem de bastante 
tempo, preparo ou interesse para se debaterem em demonstracdes rigorosas, nem 
para apreciar sutilezas. Assim sendo, surge uma forte tentagdo de eliminar todas 
as demonstrages. Mas se o fizermos, reduziremos o Calcu!o ao nivel do livro de 
receitas, 


© livro de cozinha fornece uma descrigéo detalhada dos ingredientes e dos 
procedimentos, mas nao d4 nenhuma demonstragdo ou razZa para as receitas: 
prova-se o pudim, comendo-o, 0 livro de cozinha pode servir perfeitamente aos 
seus fins. De fato, ele ndo precisa de qualquer sistema légico ou mneménico, 
pois as receitas esto escritas ¢ impressas, nfo precisando ficar retidas na membria. 


© autor de‘ um livro de Calculo, ou o professor universitério, mal poderé 
atingir os seus objetivos se seguir muito de perto o sistema do livro de receitas. 
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Se ele ensinar procedimentos sem demonstracdes, os procedimentos desmotivados 
nao serdo entendidos. Se ele enunciar regras sem mostrar as suas tazGes, as regras 
desconexas sero rapidamente esquecidas. A Matematica ndo pode ser provada 
da mesma maneira que o pudim: se todas as demonstragdes forem afastadas, um 
curso de Calculo poder facilmente se transformar num repositorio incoerente de 
informagées indigestas. 


5. Demonstragées incompietas. A melhor maneira de resolver o dilema 
que se apresenta entre demonstracdes muita complexas, de um lado, e o nivel do 
livre de receitas, do outro, poderd ser o aproveitamento razodvel de demonstracgdes 
incompletas. 


Para um légico rigoroso, dar uma demonstragdo incompleta 6 a mesma coisa 
que nada demonstrar. De qualquer maneira, as demonstragées incompletas precisam 
ser cuidadosamente distinguidas das demonstragdes completas. Se é mau confundi-las, 
fazer passar uma pela outra é ainda pior. E dolorasa quando o autor de um livro 
didatico apresenta ambiguamente uma demonstrao incompleta, com visfvel hesi- 
taedo entre 0 acanhamento e a pretensdo de que a demonstracdo é completa. Mas as 
demonstragdes incompletas podem ser (iteis quando usadas, com discernimento, 
no lugar adequado. O seu objetivo naa é substituir as demonstracdes completas, 
© que seria impossivel, mas sim emprestar interesse e coeréncia 4 apresentac3o. 


Exemplo 1. Uma equagao algébrica de grau n tem exatamente n rafzes. 
Esta proposi¢éo, chamada por Gauss de Teorema Fundamental da Algebra, pode 
muitas vezes ser apresentada a estudantes que nao estejam preparados para com- 
preender a sua demonstragéo. Eles sabem, porém, que uma equagdo da primeiro 
grau tem uma raiz e que uma outra do segundo grau tem duas raizes, Além disso, 
a diffcil proposicao tem uma parte que pode ser facilmente mostrada: nenhuma 
equacdo do grau n tem mais de n rafzes. Sera que os fatos mencionados consti- 
tuem uma demonstracio completa do Teorema Fundamental? De modo algum. 
Eles sfio, no entanto, suficientes para emprestar-lhe um certo interesse e plausibi- 
lidade ~ e para fix4-io na mente dos estudantes, o que é 0 mais importante. 


Exemplo 2 A soma de dois, quaisquer, dos 4ngulos plenos formados por 
arestas de um Angulo do triedro 6 maior da que o terceira. Evidentemente, o teo- 
rema importa em afirmar que, num triéngulo esférica, a soma de dois lados quaisquer 
é maior do que o terceiro. Feita esta abservacao, pensamos naturalmente na analogia 
entre o triangule esférico € o triangulo retilfneo. Sera que estas observagdes cons- 
tituem uma demonstragao? De modo algum, mas elas nos auxiliam a compreender 
@ a lembrar do teorema proposto. 


O nosso primeiro exemplo apresenta um interesse historico. Durante 250 anos, 
os matematicos aceitaram o Teorema Fundamentat sem uma demonstragao formal — 
de fato, sem uma base maior do que aquela que acabamos de mencionar. O nosso 
segundo exemplo indica a ANALOGIA como uma importante fonte de conjecturas. 
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Na Matematica, assim como nas Ciéncias Fisicas e Naturais, a descoberta muitas 
vezes é indicada por observacao, analogia e indugdo. Estes meios, utilizados com 
discernimento no preparo de um argumento heuristico, séo de particular interesse para 
fisicos e engenheiros. (Ver também INDUGAO E INDUGAO MATEMATICA, 1, 2, 3). 


A fungde e © interesse das demonstragSes incompletas sdo, até certo ponto, 
explicados pelo nosso estudo do processo solucinador, Alguma experiéncia em 
resolver problemas revela que a primeira idéia de uma demonstracdo, muitas vezes 
se apresenta incompieta. A observacdo mais essencial, a conexdo principal, o germe 
da demonstragao podem af estar, mas os detalhes deverdo ser apresentados mais 
tarde e muitas vezes sdo perturbadores. Alguns autores, ndo muitos, ttm o dom de 
apresentar exatamente o germe da demonstracdo, a idéia principal na sua expresso 
mais simples, a indicag&o da natureza dos detalhes remanescentes. Uma tal demons- 
tragdo, embora incompleta, pode ser muito mais instrutiva do que a demonstracdo 
completa apresentada com todos os seus detalhes. 


Em suma, as demonstragées incompletas podem ser utilizadas como uma 
espécie de recurso mnemédnico (mas ndo como substitutos das demonstragSes com- 
pletas}, quando o objetivo é uma coeréncia toleravel na apresentacgdo e néo uma 
rigorosa compatibilidade légica. 


E muito perigoso propor demonstragdes incompletas. © seu possivel abuso 
Pode, porém, ser mantido dentro de certos limites por meio de algumas regras. 
Primeiro, se uma demonstragéo for incompleta, ela deve, em algum fugar, de certa 
maneira, ser dectarada camo tal. Segundo, nenhum autor ou professor tem o direito 
de apresentar uma demonstragdo incompleta de um teorema a no ser que conhega, 
ele proprio, a sua demonstrag3o completa. 


E é preciso admitir que a apresentacdo judiciosa de uma demonstracao in- 
completa nao é, de forma alguma, facil. 


Problema auxiliar é aquele de que tratamos, nao por ele mesmo, mas porque 
esperamos que o seu tratamento nos auxilie a resolver um outro — o nosso problema 
original. Este altimo é 0 fim a que desejamos chegar; o problema auxiliar 6 0 meio. 
pelo qual tentamos chegar ao nosso objetivo. 


Um inseto procura escapar através da vidraga, repete muitas vezes 2 mesma ten- 
tativa e ndo tenta a janela proxima, por onde ele entrou ¢ que continua aberta. Um 
homem seria, ou deveria ser, capaz de proceder com mais inteligéncia. A superiorida- 
de humana consiste em contornar os obstéculos que ndo podem ser superados fron- 
talmente, em conceber um problema auxiliar quando o original parecer insoldvel. A 
concep¢do de um problema auxiliar constitui uma importante operagdo mental. 
Fazer aparecer um novo problema preciso, subserviente 2 um outro, 6 uma refinada 
manifestago de inteliggncia. Aprender (ou ensinar} a manipular com inteligéncia 
problemas auxiliares 6 uma tarefa importante. 
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1, Exemplo. Calcular x, que satisfaca a equagdo 
x* — 13x? 4 36 = 0. 


Se observarmos que x* = (x?)?, poderemos ver a vantagem de introduzir 
y=, 
Obtemos assim um novo problema: calcular y que satisfaga a equacdo 


yo - 13y +36=0. 


O novo problema ¢ auxiliar, pois pretendemos utiliza-lo como um meio de resolver 
9 problema original. A incégnita deste problema auxiliar, y, é apropriadamente cha- 
mada de incdgnita auxifiar. 


2, Exemplo, Calcular a diagonal de um paralelep(pedo retdngulo, sendo da- 
dos os comprimentos de trés arestas tragadas a partir de um mesmo vértice. 


Ao procurarmos resolver este problema (secio 8), poderemos ser levados, 
por analogia (seco 15), a um outro problema: calcular a diagonal de um paralelo- 
gramo reténgulo, sendo dados os lados tracados a partir de um mesmo vértice. 


© nove problema é auxiliar, Nés o consideramos na esperanga de, com isto, 
auferir alguma vantagem para resolver o problema original. 


3. Vantagens. As vantagens que nos advém da consideracdo de um problema 
auxiliar podem ser de varias espécies. Podemos utilizar 0 resu/tada do problema au- 
xiliar, Assim, no exemplo 1, uma vez encontrado, pela resolugSo da equacdo quadré- 
ticaem y, que y éiguala 9 oua 4, concluimos que x* = 4 ouque x? = 9 
e deduzimas daf todas os possiveis valores de x. Em outros casos, podemos usar 0 
método do problema auxiliar. Assim, no exemplo 2, 0 problema auxiliar 6 da Geome- 
tria Plana, mas embora mais simples, € anélogo ao problema original, que 6 da Geo- 
metria Espacial. E razodvel introduzir um problema auxiliar deste tipo na esperanca 
de que ele seja instrutiva, que nos dé oportunidade de familiarizarmo-nos com certas 
métodos, operacSes ou instrumentos capazes de ser mais tarde utilizados na resolucdo 
do problema original. No exemplo 2, a escolha do problema auxiliar foi bem feliz: 
examinando-o atentamente, verificamos que podemos utilizar tanto o seu método co- 
mo o seu resultado (Ver seco 15 e UTILIZOU TODOS OS DADOS?} 


4, Riscos. Roubamos ao problema original o tempo e o esforso que dedi- 
amos ao problema auxiliar. Se o nosso exame daste Ultimo fracassar, o tempo e o 
esforgo a ele dedicados poderfo ficar perdidos. Por isto, devemos usar discernimento 
na escolha do problema auxiliar. Precisamos ter intimeras e boas razGes para es- 
colhé-lo, O problema auxiliar pode parecer mais acessfvel do que o problema origi- 
nal, ou mais instrutivo, ou ter uma espécie de atracdo estética, Algumas vezes, a Uni- 
ca vantage do problema auxiliar esté em ser novo e oferecer possibilidades inexplo- 


radas. A sua escolha resulta do cansago causado pelo problema original, quando 
todas as abordagens parecem ter sido esgotadas. 


5, Como encontrar um problema auxiliar, A descoberta da resolucao do pro- 
blema proposto muitas vezes depende da descoberta de um problema auxiliar. tnfeliz- 
mente, ndo hé nenhum método infalfvel para isto, assim como tampouco hé qualquer 
método infalivel para descobrir a resolugdo. Ha, porém, indagagdes e sugestées que 
sdo freqiientemente Uteis, tais como CONSIDERE A INCOGNITA; muitas vezes chega- 
mos a um Util problema auxiliar pela VARIAGAO DO PROBLEMA. 


6. Prablemas equivalentes. Dois problemas sdo equivalentes quando a re- 
solugdo de um deles importa na resolucdo do outro. Assim, no exemplo 1, 0 proble- 
ma original e o problema auxiliar sao equivalentes. 


Considerem-se os seguintes tearemas: 
A. Em qualquer tridngulo eqiilatero, todos os 4nguios sio iguais a 60°. 
B. Em qualquer tridngulo eqiiiangulo, todos os angulos sfc iguais a 60°. 


Qs dois teoremas nao sao iguais, pois contém nogGes diferentes. Um deles tra- 
ta da igualdade dos lados e o outro, da igualdade dos anguios de um triangulo. Mas ca- 
da teorema relaciona-se com o outro. Portanto, o problema de demonstrar A é equi- 
valente ao problema de demonstrar 8. 


Se tivermos de demonstrar A, haverd uma certa vantagem em introduzir, como 
auxiliar, o problema de demonstrer B. Este 6 um pouco mais fécil de demonstrar 
do que B e, 0 que é mais importante, podemos prever que B seja mais fécil do que 
A, pademos assim julgé-lo, achar isto plausivel desde o comeco. Com efeito, o teore- 
ma &, que trata apenas de angulos, é mais “homogéneo” do que o teorema A, o 
qual trata tanto de angutos como de lados. 


A passagem do problema original para o auxiliar é chamada de reducdo conver- 
sével, ou bilateral, ou equivalente, quando ambos, o problema original e o auxiliar, 
so equivalentes. Deste modo, a redug3o de A para 8 é convers{vel, assim como a 
reduco do exemplo 1 também o 6. As redugdes conversiveis so, sob um certo as- 
pecto, mais importantes e mais convenientes do que outras maneiras de introduzir 
problemas auxiliares, mas mesmo quando estes no so equivalentes avs problemas 
originais, podem, assim mesmo, ser muito dteis (ver o exemplo 2). 


7. Cadeias de problemas auxiliares equivatentes so freqiientes no raciocinio 
mateméatico. Temos a resolver 0 problema A e néo sabernos como, mas podemos 
achar que A 6 equivalente a um outro problema & Ao examinarmos 8, podemos 
encontrar um terceiro problema C, equivalente a 8. Procedendo da mesma manei- 
ra, reduzimos C a 2, e assim por diante, até chegarmos a um ultimo problema i, 
cuja resolugdo é conhecida ou imediata. Como cada um desses problemas & equiva- 
lente ao que o precede; 0 ultimo problema, £, deve ser igual ao problema original 
A. Ficamos, assim, capazes de deduzir a resolugdo do problema original A a partir 
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do problema £, ao quai chegamos como o ultimo elo de uma cadeia de problemas 
auxiliares. 


As cadeias de prablemas deste tipo foram observadas pelos matematicos gregos, 
como poderemos verificar numa importante passagem de PAPPUS. Para ilustracdo, re- 
consideremos 0 nosso exemplo 1. Chamemos de (A) a condicionante imposta a in- 


* eégnita x: 
(A) x* — 13x? + 36 = 0. 
A maneira de resolver o problema é transformar a condicionante proposta numa 
outra, que chamaremos de (B): 
‘B) (2x2? — 212x7) 13 + 144 = 0. 
Observe-se que as condicionantes (A) e (B) sdo diferentes. A diferenca é muito pe- 
quena, € verdade, as condicionantes sdo certamente equivalentes, como é facil de ver, 
mas definitivamente elas nado sao idénticas. A passagem de (A) para (B}) ndo 56 é 


correta como tem um objetivo bem nftide, Sbvio para qualquer um que esteja fami- 
liarizado com a resolugdo de equapes quadraticas. Prosseguindo no mesmo sentido, 


transformamos a condicionante (B) ainda numa outra (C): 


(ce) (2x?) — 2(2x?) 13 + 169 = 25. 


Procedendo da mesma maneira, obtemas 


{D) (2x? — 13)? = 25. 
(E) 2x? - 13 = +5 
(F) we - as 
2 
(a) x= 
(Hy x = 3, ov ~3, ou 2, ou ~2. 


Cada redugSo feita ¢ convers(vel. Assim, a ultima condicionante (H) é equivalente a 
Primeira condicionante (A), de tal modo que 3, —3, 2, ~2 sda todas posstveis so- 
luges para a equagéo original. 

Camo se vé, deduzimos de uma condicionante original (A) uma seqiléncia de 


condicionantes (B), (C), (D), . cada uma das quais é equivalente aquela que 2 


precede. Este ponto merece o maior cuidado. As condicionantes equivalentes sfo 
satisfeitas pelos mesmos objetos, Portanto, se passarmos de uma condicionante propos- 
ta para uma nova condicionante equivalente, teremos as mesmas solugGes. Mas se pas- 
sarmos para uma condicionante mais restrita, perderemos soluces, e se passarmos pa- 
ra outra mais ampla, admitiremos solugdes improprias, adventicias, que nada tém a 
ver com o problema proposto. Se, numa série de reducdes sucessivas, passarmos para 
uma condicionante mais restrita e, em seguida, para uma outra mais ampla, arris- 
caremos perder completamente o fio do problema original. Para evitar este risco, de- 
vemos verificar cuidadosamente cada nova condicionante introduzida: Sera equiva- 
lente a solug%o original? Esta pergunta torna-se ainda mais importante quando nao 
se trata de uma Gnica equacdo, como aqui, mas de um sistema de equa¢des, ou quan- 
do a condicionante nao se expressa por equagdes como, por exemplo, nos problemas 
de tragado geométrico. 


{Camparar com PAPPUS, especialmente os comentarios 2, 3, 4 8. A descricao 
da pagina 104 , linhas35-466 desnecessariamente restrita, pois s¢ trata de uma ca- 
deia de problemas de determinagdo, cada um dos quais tem uma incognita diferente. 
O exemplo aqui considerado apresenta a particularidade opasta: todos os problemas 
da cadeia tém a mesma incégnita e diferem apenas na forma da condicionante. Na- 
turalmente, é desnecessdria uma tal restricao.} 

8. Aedupdo unilateral. Temos dois problemas A e B, ambos ainda nio resol- 
vidos. Se conseguirmos resolver A, poderemos dai deduzir a resalug¢do completa de 
B, mas néo ao contrario. Se pudéssemos resolver B obterfamos, possivel mente, al- 
guma informag3o sobre A, mas no saberiamos como chegar a resolugdo completa 
de A a partir de B. Num caso tai, obtém-se mais da resolucdo de A do que da resolu- 
¢ao de 8. Chamemos A 0 mais ambicioso e B 9 menos ambicioso dos dois problemas. 


Se, de um problema praposto, patsarmos para um problema auxiliar mais am- 
bicioso ou menos ambicioso, chamames este passo de redupgo unilateral. Ha dois 
tipos de reduggo unilateral e séo ambos, de uma maneira ou de cutra, mais arriscados 


do que uma redugao bilateral ou conversivel. 


© nosso exemplo 2 mostra uma reducdo unilateral para um problema mais am- 
bicioso. De fato, se pudermas resolver o problema ori I, relativo a um paralele- 
pipedo cujo comprimento, largura e altura sdo, respectivamente, 2, b ec, podere- 
mos passar ao problema auxiliar fazendo ¢ = 0 e assim obtendo um paralelograma 
de comprimento @ e largura b. Para um outro exemplo de redugso unilateral a um 
problema menos ambicioso, ver PARTICULARIZAGAQ, 3, 4 € 5. Estes exemplos mos- 
tram que, com alguma sorte, podemos usar um problema menos ambicioso como 
intermedidrio, combinando a solucdo do problema auxiliar com uma observagao su- 
plementar, para obter a solu¢do da problema original. 


A redu¢o unilateral a um problema mais ambicioso pode também ter sucesso. 
(Ver GENERALIZAGAO, 2 e a redugia do primeiro para o segundo exemplo tratada 
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em INDUGAO E INDUCAO MATEMATICA, 1 © 2.) De fato, o problema mais ambicioso 
pode ser mais acessivel e nisto consiste 0 PARADOXO DA INVENCAO. 


Problema rotineiro pode ser considerado o que consiste em resolver a equacao 
x? — 3x + 2 = 0, casoa resolugio da forma geral da equacao quadrética haja sido 
*previamente ensinada e exemplificada, de tal maneira que o aluno nada mais tenha a 
fazer do que substituir algumas letras, que aparecem na solucdo geral, pelos nimeros 
— Se 2, Mesmo que a equagdo quadrética néo tenha sido resolvida genericamente sob 
a forma “literal”, mas se meia diizia de equagdes desse tipo, com coeficientes numé- 
ticos, 0 tenham sido pouce antes, o problema poderd ser chamado “rotineiro”. De 
modo gerai, um problema sera rotineiro se ele puder ser solucionado pela substitui- 
ao de dados especificos no problema genérico resoivido antes, ou pelo seguimento, 
Passo a passo, de algum exemplo muito batido. Ao apresentar um problema, 0 pro- 
fessor pde 4 frente do aluno uma resposta imediata e decisiva 4 indagacdo: Conhece 
um problema correlate? Desse modo, o aluno de nada mais precisa, além de um 
pouco de cuidado e de paciéncia para seguir uma férmula preestabelecida, sem ter 
oportunidade de usar o seu discernimento nem as suas faculdades inventivas. 


No ensino de Mateméatica, podem fazer-se necessdrios problemas rotineiros, 
até mesmo muitos deles, mas deixar que os alunos nada mais facgam é indesculpavel. 
O ensino que se reduz ao desempenho mec4nico de operagGes mateméaticas rotineiras 
fica bem abaixo do nivel do livro de cozinha, pois as receitas culinérias sempre dei- 
xam alguma coisa 4 imaginagdo e ao discernimento do cozinheiro, mas as receitas 
matemiaticas nao deixam nada disso a ninguém. 


Problemas de determinagdo, problemas da demonstragdo. Tragaremos um para- 
lelo entre estes dois tipos de problemas. 


1. O objetivo de um “problema de determinacdo” é encontrar um certo ob- 
jeto, a incégnita do problema. 


A incégnita é também chamada quaesitum, ou aquilo que se procura ou de 
que se necessita. Os “problemas de determinagao” podem ser tedricos ou praticos, 
abstratos ou concretos, problemas sérios ou simples enigmas. Podemos procurar 
determinar incégnitas de todos os tipos; podemos tentar encontrar, calcular, obter, 
produzir, tragar, construir todos os tipos imagindveis de objetos. No problema da 
Novela policial, a incognita 6 um assassino. No problema de xadrez, a incdgnita & a 
jogada do enxadrista. Em certos problemas de Algebra elementar, a incégnita é um 
ndmero. Num problema de tragado geameétrico, a incdgnita é uma figura. 


2. © objetivo de um “problema de demonstracdo’’ é mostrar conclusivamente 
que certa afirmativa, claramente enunciada, 6 verdadeira ou, entéo, que é€ falsa. Te- 
mos de responder 4 pergunta: esta afirmativa 6 verdadeira ou falsa? E temos de res- 
pondé-la conclusivamente, quer provando-a verdadeira, quer provando-a falsa. 
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Uma testemunha afirma que 0 acusado passou em casa toda uma certa noite, 
© juiz tem de verificar se essa afirmativa é verdadeira ou no e, além disso, tem de 
apresentar razdes tao boas quanto possiveis para a sua conclusdo. Assim, o juiz tem 
um “problema de demonstracdo". Outro problema deste tipo seria “demonstrar o teo- 
rema de Pitégoras”. Nio diremos: “‘Demonstre ou refute o teorema de Pitdégoras”. 
Em alguns aspectos, seria prefer{vel incluir no enunciado do problema a possibilidade 
de refutar, mas poderemos desprezé-la, pois sabemos que as probabilidades de contra- 
dizer 0 teorema de Pitaégoras sf0 por demais remotas. 


3. As partes principais de um “problema de determinagdo” séo a incégnita, os 
dados e a condicionante. 

Se tivermos de tracar um triangulo de lados a, 6, c, a incégnita seré um tri- 
angulo, os dados serfo os trés comprimentos 2, b, ¢, e@ o tridngulo teré de satisfa- 
zer a condicionante de que seus lados tenham os comprimentos a, b,c, a incdgnita 
sera um objeto da mesma categoria precedente, os dadas serda os mesmos anteriores, 
porém a condicionante, que relaciona a incégnita com os dados, sera diferente. 


4. Seo “problema de demonstracéo" for um problema matemético comum, 
suas partes principais serdo a hipdtese e a conclusdo do teorema que tiver de ser pro- 
vado ou refutedo. 

“Se os quatro ladas de um quadrildtero forem iguais, entao as suas duas aiago- 
nais seréo perpendiculares entre si.’ A segunda parte, que comega por “entaéo", 6 
a conclusao; a primeira parte, que comega por “se”, é a hipétese. 

[Nem todos os teoremas podem ser divididos naturalmente em hipétese e con- 
clusdo. Assim, é praticamente impossivel dividir dessa maneira o teorema: “H& uma 
infinidade de nimeros inteiros”.] 


5. Para resolver um “problema de determinagdo" € preciso conhecer, com 
grande exatiddo, as suas partes principais, a incégnita, os dados e a condicionante. 
Nossa lista contém muitas indagagdes e sugestdes relativas a essas partes. 

Qual a incégnita? Quais s30 os dados? Qual é a condicionante? 

Separe as vérias partes da condicionante. 

Procure a relacdo entre os dados é a incégnita. 

Considere a incdgnita! E procure pensar num problema conhecido que tenhaa 
mesma incégnita ou outra semethante. 


Mantenha apenas uma parte da condicionante, ponha a outra de lado; até que 
Ponto # incdgnita fica assim determinada? Como pode ela variar? E posstvel obter 
alguma coisa de util a partir dos dados? Pode imaginar outros dados que sirvam para 
determinar a incdgnita? Pode mudar a incégnita, ou as dados, ou ambas as coisas, de 
mado a que @ nova incégnita e os novos dados fiquem mais préximos entre si? 

Utilizou todos os dados? Utilizou toda a condicionante? 
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6. Para resolver um “problema de demonstragao” 6 preciso conhecer, com 
grande exatidda, as suas partes principais, a hipétese e a conclusdo. Ha indagagdes e 
sugestdes Uteis relativas a essas partes ¢ que Correspondem aquelas indicacGes e suges- 
tes da nossa lista que sd0 especialmente aplicaveis aos “problemas de determinacao”. 


Qual é a hipdtese? Qual é a conciuséo? 
Separe as vérias partes da hipdtese. 


Procure a relagdo entre a hipétese e a concluséo. 


Considere a concluséo. E procure pensar num teorema conhecido que tenha 
@ mesma conclusdéo ou outra semefhanie. 


Mantenha apenas uma parte da hipétese, ponha a outra de lado; a conclusdo 
ainde é vdlida? E posstvel obter alguma coisa de util a partir da hipétese? Pode ima- 
ginar outra hipdtese a partir da qual seja possivel chegar-se facitmente 4 conclusio? 
Pode mudar a hipdtese, ou a conclusdo ou, se necessdrio, ambas, de modo a que # 
nova hipdtese e 2 nova conclusdo fiquem mais préximas uma da outra? 

Utilizou toda a hipdtese? 


7, Os “problemas de determinagdo” so mais importantes na Matematica 
elementar; os “problemas de demonstracdo” o séo na Mateméatica superior. Neste 
livro, os “‘problemas de determinagao” tém mais destaque que os do outro tipo, mas 
9 autor espera restabelecer o equil(brio num trabalho mais amplo sobre este assunto. 


Problemas préticos sJo diferentes, em diversos aspectos, dos problemas pura- 
mente matematicos, muito embora os principais motivos e processos sejam essencial- 
mente os mesmo em ambos os casos. Os problemas praticos da Engenharia geralmen- 
te envolvem problemas mateméticos. Diremos algumas palavras sobre as diferencas, 
analogias e correlagdes que existe entre estes dois tipos de problemas. 


1. Um exemplo muito ilustrativo de problema pratico é a construgao de uma 
barragem sobre um tio. Nao é necesério qualquer conhecimento especial para com- 
preendé-lo, Em tempos quase pré-histéricos, muito antes desta moderna era de teorias 
cientificas, os homens construfram barragens no vale do Nilo e em outras partes do 
mundo, onde as lavouras dependiam de irrigacdo. 


Procuremos visualisar o problema da construgéo de uma grande barragem 
moderna. 


Qual 6 a incdégnita? Muitas so as incégnitas de um problema desta natureza: 
a localizac3o exata da barragem, suas dimensGes e forma geométrica, os materiais a 
utilizar na construcdo e assim por diante. 

Qual & 2 condicionante? N&o & possivel responder a esta indagac3o numa fra- 
se curta, pois sdo muitas as condicionantes. Num empreendimento téo vasto 6 neces: 
sério atender a muitas condigdes econdmicas e afetar o menos possfvel outras. A 
barragem deveré proporcioner energia elétrica, fornecer Squa para irrigagSo e para 


abastecimento de certas localidades e, também, contribuir para o controle de inunda- 
ges. Por autro lado, ela deverd causar o minimo de preju(zos & navegagSo, a pesquei- 
ros de importancia econémica ou 4 beleza da paisagem e assim por diante. Além do. 
que, naturalmente, ela deveré custar o minimo possivel e ser construfda no prazo 
mais curto possivel. 

Quais sia os dados? E enorme a multiplicidade de dados necessérios. S40 preci- 
sos dados topograficos relativos as bacias do rio e dos seus tributdrios; dados geolé- 
gicos essenciais aos estudos da solidez das fundagdes, da estanqueidade da barragem e 
dos materiais de contrugdo disponiveis; dados climatoldgicos ¢ hidrolégicos reteren- 
tes & precipitagdo anual e a altura das cheias; dados econdmicos relatives ao valor 
das terras que serfo inundadas, dos custos dos materiais e da mao-de-obra e muito 
mais. 

Este exemplo revela que as incdgnitas, os dados e as condicionantes so mais 
complexos e menos nitidamente definidos num problema prdtico do que num pro- 
blema matematico. 


2. Para resolver um problema, é necessério um certo conjunta de conheci- 
mentos previamente adquiridos. O engenheiro moderno tem a seu dispor um acervo 
de conhecimentos altamente especializados, uma teoria cientffica da Resisténcia dos 
Materiais, a sua prépria experiancia e a grande massa de experiancia profissional 
acumulada na literatura técnica especializada. N&o nos é possivel aproveitar, nds 
préprios, aqui, todos esses conhecimentos especiais, porém podemos tentar imagi- 
Nar oO que se passava pela mente de um construtor de barragens no Egito antigo. 


Ele havia visto, certamente, diversas outras barragens, talvez menores: macigos 
de terra ou de alvenaria a reter as Aguas. Ele havia observado a cheia, carregada de de- 
tritos, a fazer pressZo contra a margem. Ele poderia ter auxiliado a reparar as fendas e 
a erosio deixadas pela inundacdo. Ele poderia ter visto uma barragem ruir, desmoro- 
nando sab © impacto da enchente. Ele certamente havia ouvido falar de casos de bar- 
ragens que suportaram a prove de sécuios ou que, ao contrério, causaram catéstrofes 
pelo desmaronamento inesperado. Sua mente pode ter visualisado a presséo do rio 
contra a superficie da barragern e as tenses e deformacGes no seu interior. 


Mas o egipcio construtor de barragens ndo tinha conceitos precisos, quantita- 
tivos e cientificos da pressdo dos fluidos nem das tensdes e deformacdes que se 
desenvolvem nos corpos sélidos, os quais canstituem parte essencial do equipamento 
intelectual de um engenheiro moderno. Este, porém, utiliza também muitos conhe- 
cimentos que ainda nao chegaram a atingir um nivel preciso, cient/fico: o que ele 
sabe acerca da erosdo causada pela agua corrente, do transporte de sedimentos, da 
plasticidade e de outras propriedades, nao bem delimitadas,dos materiais é um conhe- 
cimento de cardter muito empirico. 

O nosso exemplo mostra que os conhecimentos necessérios € os conceitos uti- 
tizados sfo mais complexos @ menos nitidamente definidas nos problemas préticos 
do que nos problemas matematicos. 
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3. Incégnitas, dados, condicionantes, conceitos, conhecimentos prelimina- 
res necessérios, tudo é mais complexo e menos nitido nos problemas praticos do que 
nos puramente mateméticos. Esta é um diferenca importante, talvez a principal, e 
ela certamente implica em outras; no entanto, a motivagao fundamental ¢€ os proces- 
sos soluctonadores parecem ser os mesmos para problemas de ambos os tipos. 


Hé uma impressfo muito difundida de que os problemas praticos exigem maior 
experiéncia do que os problemas matemiticos. E possivel, mas é muito provdvel que 
a diferenca esteja na natureza do conhecimento necessério e no na nossa atitude 
para com o problema. Ao resolver um problema de uma ou de outra espécie, temos 
de depender da nossa experiéncia com problemas semelhantes e muitas vezes no« 
perguntamos: Jé viu @ mesmo problema sob ume forma ligeiramente diferente? 
Conhece um problema correlato? 


Ao resolver um problema matematico, partimas de conceitos muito claros, que 
estdéo razoavelmente ordenados em nossa mente. Ao resolver um problema pratico, 
muitas vezes somos obrigados a partir de idéias algo nebulosas; ai, entao, a clarifi- 
cagéo dos conceitos pode tornar-se uma parte importante. Assim,a ciéncia médica 
esté hoje numa posicéo melhor para controlar doencas infecciosas do que estava 
antes de Pasteur, quando a prépria no¢do de infeccdo era muito vaga. Levau em con- 
ta todas as nagdes essenciais referentes ao problema? Esta 6 uma boa pergunta para 
problemas de todos os tipos, porém a sua aplicagdo varia muito, conforme a natureza 
das nogdes intervenientes. 


Num problema matemético perfeitamente formulado, todos os dados e todas 
as clausulas da condicionante so essenciais e tém de ser levados em conta. Nos pro- 
blemas praticos, temos uma grande multiplicidade de dados e de condicionantes; 
tomamos em consideracdo tantos quanto pudermos, mas somos forcados a desprezar 
alguns. Seja o caso do projetista de uma grande barragem. Ele leva em consideragdo. 
© interesse ptiblico e importantes interesses econdmicos, mas deveré pdr de lado pe- 
quenas pretensdes e reclamagdes. Os dados de seu problema sda, rigorosamente falando, 
inesgotaveis. Por exemplo, ele precisar’ saber um pouco mais acerca do terreno em 
que as fundagSes deverdo ser assentadas, porém, num certo momento, ele deve parar 
de coletar dados geolégicos, embora reste, inevitavelmente, uma margem de incerteza. 


Utilizou todos os dados? Utilizou toda a condicionante? Nao podemos esque- 
cer tais indagacdes quando tratamos de problemas puramente matematicos. Nos pro- 
blemas prdticos, devemos, porém, apresenté-las de outra forma: Utilizou tadas os da- 
dos que poderiam contribuir apreciavelmente para a solugdo? Utilizou todas as con- 
diconantes que poderiam influenciar apreciavelmente a solucdo? Avaliamos as infor- 
magdes relevantes disponiveis, coligimos mais informagGes, mas em dado momento 
devemos parar a coleta, precisamos parar em algum ponto, nado podemos deixar de 
desprezar alguma coisa. ‘Quem quizer navegar sem risco, ndo se faca ao mar.” Muitas 
vezes hd um grande excesso de dados que ndo tém qualquer influéncia aprecidvel 
sobre a forma final da solugdo. 


4. Qs projetistas das barragens do Egito antigo tinham de confiar na bom san- 
so para interpretar sua experiéncia, pois nada mais tinham em que se basaar, O 
engenheiro néo pode contar apenas com o bom senso, especialmente quando se tra- 
ta de um projeto novo ¢ audacioso; tem de calcular a resisténcia da barragem projeta- 
da, prever quantitativamente as tensdes e as deformacdées que se desenvolverdo no 
seu interior. Para isso, ele tem de utilizar a Teoria da Elasticidade (que se aplicarazoa- 
velmente bem as construgdes em concreto). Na apticagao da sua teoria, ele necessita 
de uma boa dosa de Matemitica; o problema pratico de engenharia conduz a um 
problema matemético. 

Este problema matematico € por demais técnico para ser aqui analisado. Tudo 
© que podemos dizer a respeito pode resumir-se a uma observagdo geral. Ao estabe- 
lecermos e ao resolvermos problemas mateméticos derivados de problemas praticos, 
geralmente contentamo-nos com uma apreximacaéo. Temos de desprezar alguns da- 
dos e condicionantes de menor importancia. Portanto, é razodvel uma pequena im- 
precisdo nos cdlculos, particularmente quando pudermos ganhar em simplicidade o 
que perdermos em preci: 


5, Muita coisa de interesse geral poderia ser dita sobre aproximacdes. Néo 
podemos, porém, presumir qualquer conhecimento matemético especializado, por- 
tanto, limitar-nos-emos a apenas um exemple intuitive e instrutivo. 


O desenho de mapas geogrdficos constitui um importante problema pratico. 
Ao concebermos um mapa, geraimente admitimos que a Terra seja uma esfera. Ora, 
isto é apenas uma suposicao aproximada e nao a verdade exata. A superficie da Terra 
no 6, de modo algum, uma superficie matematicamente definida e sabemos com cer- 
teza que ela é achatada nos pélos. Se admitirmos, porém, que a Terra seja uma esfe- 
ta, poderemos desenhar muito mais facilmente um mapa de grande parte sua super- 
ficie. Ganharemos muito em simplicidade e pouco perderemos em preciso. De fato, 
imaginemos ume grande bola cuja forma seja exatamente igual a da Terra e que te- 
nha, no seu equador, urn didmetro de dez metros. A distancia entre os p6los de uma 
tal bola ser um pouco menor que dez metros, pois a Terra é achatada, porém a dife- 
renga sera inferior a trés cent(metros. Desta maneira, a esfera constitui ume boa apro- 
ximagdo pratica. 


Progresso e consecugso. Fez algum progresso? O que conseguiu de essencial? 
Podemos apresentar indagacdes deste tipo a nés préprios, quando estamos @ resolver 
um problema, ou a um aluno cujo trabalho orientamos. Assim habituamo-nos a jul- 
gar, com maior ou menor confianga, 0 progresso e @ consecuga em casos cancretos. 
Mas a passagem desses casos concretos para uma descrigéo genérica ndo é, de modo 
algum, facil. No entanto, teremos de dar esse passo se desejarmos tornar 0 nosso estu- 
do da Heur/stica um pouco mais completo. Além disso, precisamos tentar esclarecer 


oque constitui, de modo geral, o progresso e a consecucdo na resolugfo de prablemas. 
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1. Para resolver um problema, precisamos saber alguma coisa do assunto em 
quest4o e, também, reunir e selecionar os itens relevantes do nosso conhecimento 
que se encontram em estado latente. A nossa concep¢éo do problema é muito mais 
ampla no fim do que no principio. O que Ihe foi acrescentado? Aquilo que consegui- 

+ mos extrair da nossa meméria. Para chegarmos 4 solucdo, teremos de relembrar 
varios fatos essenciais. Teremos de nos recordar, se o nosso for um problema matemé- 
tico, de problemas j4 resotvidos, de teoremas conhecidos, de defini¢des, O ato de ex- 
trair da nossa meméria esses elementos relevantes pode ser chamado de mobilizagdo, 


2. Para resolver um problema néo basta, porém, relembrar fatos isolados. 
Precisamos combinar esses fatos isalados ¢ a sua combinacéo deve ficar bem adapta- 
da ao problema em questéo. Assim, a0 resolvermos um problema matematico, pre- 
cisamas preparar um argumento que relacione os materiais retembrados, num conjun- 
to bem adaptado. Esta atividade de adaptar e combinar pode ser chamada de 
organizagéo. 


3. De fato, mobilizacio e organizac¢fo n&o podem jamais ser realmente se- 
paradas. Quando trabalhamos cam concentracdo num problema, relembramos apenas 
aqueles fatos que esto mais ou menos relacionados com o nosso objetivo e nada 
temos a relacionar e organizar a ndo ser o material que relembramos e mobilizamos. 


A mobilizacdo e a organizac¢ado constituem apenas dois aspectos de um mesmo. 
Processo complexo que apresenta ainda muitos outros. 


4. Um outro aspecto do progresso do nosso trabalho 6 que o modo de con- 
cepedo se moditica. Enriquecida com todo 0 material que rememoramos e adaptamos 
a ela, a nossa concep¢do do problema 6 muito mais opulenta no fim do que o ere no 
prinefpio. O desejo de partir da nossa concepgéo inicial do problema para uma outra 
mais adequada, melhor adaptada, nos leva a tentar diversos pontos de vista e a en- 
carar © problema sob angulos diferentes. Dificilmente poderemos fazer quaiquer 
Progresso sem a VARIAGAO DO PROBLEMA. 


5. A medida que progredimos no sentido da nossa meta final, passamos a 
conhecé-ta melhor e, conhecendo-a melhor, julgamas que estamos a nosaproximar dela, 
A medida que avanga 0 nosso exame do problema, prevemos com clareza cada vez 
maior 0 que deve ser feito para a sua resolu¢do e como isso deve ser feito, Ao resol- 
vermos um problema matematico, podemos prever, se tivermos sorte, que um Certo 
teorema conhecido poderd ser utilizado, que um certo problema j4 anteriormente 
resolvido poderé ser (itil, que a valta 4 definig¢do de um certo termo técnica poderd 
ser necessdria, Nao prevemos essas coisas com certeza, apenas com um certo grau 
de plausibilidade. Teremos a certeza absoluta quando obtivermos a solu¢do completa, 
mas antes de termos a certeza absoluta precisamos, muitas vezes, de nos contentar 
com uma suposic¢io mais ou menos plausfvel. Sem consideragdes que sejam apenas 
Plausiveis e provisérias jamais encontraremos a solugdo, que é certa e final. Temos 
necessidade do RACIOCINIO HEURISTICO. 


6. © que se entende por progresso no sentido da solugdo? Avango da mobi- 
lizago e da organizagdo dos nossos conhecimentos, evolugdo da nossa concepgdo 
do problema, previséo cada vez maior dos passos que constituirdo o argumento final. 
Podemos avancar continuamente, por passos imperceptiveis, mas de quando em vez 
avangamos bruscamente, por saltos, Um subite avango no sentido da solugdo chama-se 
uma {DEIA BRILHANTE, uma boa idéia, uma intuigdo (em alemao ha um termo mais 
técnico, Einfaif). O que 6 uma idéia brilhante? Uma repentina e memorével altera- 
eGo da nossa perspectiva, uma stbita reorganizagao do nosso modo de conceber o 
problema, o advento de uma previsdo confiante dos passos que teremos de dar para 
aleangar a solucdo_ 


7. As consideracdes acima emprestam 4s indagagGes e sugestées da nossa lista 
© suporte correto. 


Muitas delas visam diretamente @ mobilizaggo dos nossos conhecimentos pre- 
viamente adquiridos: /é o viu antes? Ou jd viv 0 mesmo problema sob ume forma 
ligeiramente diferente? Conhece um problema correlato? Conhece um teorema que 
possa ser util? Considere a incégnita! E procure pensar num problema semethante 
que tenha a mesma incégnita ou outra semelhante. 


Em situagdes tipicas, julgamos ja ter coletado o material necessdrio e procura- 
mos dar melhor organizagdo ao material mobilizado: Eis um problema correlato que 
if foi antes resolvido, E posstvel utilizar 0 seu método? Deve-se introduzir algum 
elemento auxiliar para possibilitar a sua utilizagdo? 


Em outras situagdes, também tipicas, julgamos que n&o temos ainda coletado 
© material suficiente. Pensamos no que poderé falter: Utilizou todos as dados? Uti- 
lizou toda a candicionante? Levou em conta todas es nogdes essenciais, de interesse 
para o problema? 


Algumas perguntas visam diretamente & variapdo do problema: E possivel re- 
formular 9 problema? E ainda possivel reformulé-lo de outra maneira? Muites ou- 
tras visam & variagfo do problema por meios especificos, tais como a volta as 
DEFINIGOES, utilizando ANALOGIA, GENERALIZAGAOQ, PARTICULARIZAGAO, DE- 
COMPOSICAO E RECOMBINACAO. 


Outras indagagdes sugerem ainda tentativas de prever a natureza da solu¢do 
que procuramos aleangar: E poss'vel satisfazer @ condicionante? A condicionante 
é suficiente para determinar @ incégnita? Ou ¢ insuficiente? Ou redundante? Ou 
contraditéria? 


As indagagdes e sugestGes da nossa lista ndo mencionam diretamente 4 idéia 
brilhante mas, de fato, todas se relacionam com ela. Para compreender o problema, 
preparamo-nos para té-la, para conceber um plano, provocamo-la; uma vez provocada 
a idéia brilhante, tevamo-la adiante; fazendo o retraspecto e examinando & solugdo, 
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procuramos aproveita-la melhor. * 


Qual é @ inc6gnita? Do que se precisa? Que se quer? Que se deve procurar? 
Quais so os dados? Que 6 fornecido? Do que se dispde? 
‘ Qual ¢ 4 condicionante? Por qual condiggo esté @ incégnita ligada aos dados? 


Estas indagagdes podem ser apresentadas pelo professor para verificar se o 
problema foi compreendido com clareza. Além disso, elas encaminham a atencado 
do aluno para as partes principais de um “‘problema de determinaggo”, a incognita, os 
dados, a condicionante, Como é possivel que seja necess4rio examinar diversas ve- 
zes essas partes, as perguntas deverdo ser repetidas em fases mais avangadas da resolu- 
do. (Exemptos poderdo ser encontrados nas secdes 8, 10, 18, 20: em EQUACIONA- 
MENTO 3, 4; em PROBLEMAS PRATICOS, 1; em ENIGMAS ¢ em outros artigos). 

Estas indagagdes séo muito relevantes para o solucionador. Ele verifica o seu 
entendimento do problema, concentra a atengdo nesta ou naquela parte principal. A 
resolugao consiste, essencialmente, em ligar a incognita aos dados. Portanto, o solu- 
cionador deveré concentrar repetidas vezes a aten¢ao nestes elementos, perguntando: 
Qual 6 2 incégnita? Quais sdo as dados? 


O problema pode ter varias incégnitas, ov a condicionante pode ter diversas 
partes que devam ser consideradas separadamente, ou pode ser conveniente con- 
siderar aigum dado isolado. Por isso, podemos usar diversas variantes das nossas in- 
dagagSes, tais como: Quais sfo as incégnitas? Qual 6 a primeira dado? Qual é o se- 
gundo dado? Quais sdo as diversas partes da condicionante? Qual ¢ a primeira clausu- 
Ja de condicionante? 


As partes principais de um “problema de demonstrac3o” so a hipétese e a con- 
clus&o ¢ as indagagGes correspondentes serdo: Qual é a hipdtese? Qual ¢ a conclusio? 
E possfvel que precisemos variar a expressao verbal ou modificar estas perquntas 
tantas vezes Liteis; O que se supde? Quais séo as vdrias partes da suposi¢fo? (Ver 
exemplos na seco 19). 


Raciocinio heuristico é aquele que n3o se considera final e rigoroso, mas ape- 
Nas provisorio e plaus{vel, e que tem por objetivo descobrir a solugdo do problema 
que se apresenta, Somos muitas vezes levados a usar o raciocinio heur/stico. Tere- 
mos a absoluta certeza quando chegarmos a solugda completa, mas freqiientemente, 
antes de chegarmos a certeza absoluta, teremos de nos satisfazer com um estimativa 
mais ou menos plausivel. E possfvel que precisemos do pro 
© final. Para chegarmos a uma demanstragdo rigorosa, é necessério o raciocinio heu- 
ristico, assim como andaimes sfo necessdrios 4 construgdo de um edificio. 


“Diversos dos pontos discutidos neste artigo silo tratadas com meior extensio no trabalho 
do Autor, publicado na Acts Prychologica, vol. (1938), pigs. 113 — 170. 
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Ver SINAIS DE PROGRESSO. Muitas vezes, 0 raciocinio heuristico é baseado na 
indugdo ou na analogia; ver INDUCAO E INDUGAO MATEMATICA e@ ANALOGIA, 8, 9, 
10. 

O raciocinio heurfstico vale por si prépric. O que é mau é confundi-lo com a 
demonstrago rigorosa. Pior ainda é fazer passar um raciocinio heuristico por uma 
demonstragao rigorosa. 

O ensino de certas matérias, principalmente do Célculo para engenheiros e fi- 
sicos, seria muito melhorado sa a natureza do racioc{nio heuristico fosse mais bem 
compreendida, se tanto as suas vantagens quanto as suas limitagdes fossem aberta- 
mente reconhecidas e se os livros mostrassem claramente os argumentos heuristicos. 
Um argumento heuristico apresentado com elegancia e franqueza poderd ser atil; é 
possivel que ele prepare para o argumento rigoroso, do qual geralmente contém al- 
guns germes. Mas & provavel que um argumento heuristico se torne prejudicial se ele 
for apresentada com ambigiidade, revelando hesitagdo entre acanhamnento e preten- 
sfo. Ver POR QUE DEMONSTRAR? 


Redundancia, Ver CONDICIONANTE. 


Regras de descoberta. A primeira regra de descoberta é ter boa cabeca e boa 
sorte. A segunda é ficar firme e esperar até que apareca uma idéia brilhante. 


Pode ser bom lembrar, de um modo algo brusco, que certas aspiragdes sio 
irrealizaveis. Regras de descoberta infaliveis, que levem a resolucdo de todos os 
problemas matematicos, seriam mais preciosos do que a pedra filosofal, em v4o procu- 
rada pelos alquimistas. Tais regras fariam milagres, mas nfo ha milagres. Encontrar 
regras infaliveis, aplicdveis a toda sorte de problemas é um velho sonho filoséfico, 
que nunca passard de sonho. 


Uma espécie razodvel de heuristics nio poderé almejar regras infaliveis, mas 
sim tentar 0 estudo de processos mentais (operagSes, passos, lances} especfticos, que 
contribuam para a solucdio de problemas. Tais procedimentos sfo usados por todas as 
pessoas s&s, interessadas no problema. Elas sdo indicadas por certas indagagBes ¢ su- 
gestées estereotipadas que as pessoas inteligentes apresentam @ si proprias e o profes- 
sor inteligente apresenta a seus alunos. Uma fista de indagagdes e sugestes desta cate- 
goria, formuladas como suficiente clareza e bem ordenadas, pode nio ser tio desejavel 
quanto a pedra filosofal, mas pode ser apresentada. Este livro apresenta tal lista. 


Regras de ensino. A primeira regra de ensino 6 saber o que se deve ensinar. A 
segunda, é saber um pouco mais do que aquilo que se deve ensinar. 
Cada coisa em seu lugar. O Autor n3o pensa que todas as regras de conduta 
para professores sejam completamente intteis, pois do contrario no ousarie escre 
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ver um livro inteiro sobre a conduts de professores e alunos. No entanto, é bom 
ndo esquecer que um professor de Matemdtica deveré saber algo de Matematica e que 
aquele que desejar incutir em seus alunos 2 correta atitude mental para com os pro- 
blemas deveré ter, ele proprio, adquirido essa atitude. 


Regra da estilo. A primeira regra de estilo & ter alguma coisa a dizer. A segunda 
6 controlar-se quando, por acaso, tiver duas coisas @ dizer: dizer primeiro uma coise, 
depois outra, nunca ambas ao mesmo tempo. 


Regressfo. Se quisermos compreender a comportamento humano, devere- 
mos comparé-lo com ocomportamento animal. Os animais também “tém problemas”. 
A Psicologia Experimental tem feito grandes progresses, nas Gltimas décadas, em 
pesquisas sobre as atividades “solucionadoras de problemas” de animais de diversas 
espécies. Nao podemos aqui discutir essas investigagdes, mas procuraremos descrever 
resumidamente apenas uma experiéncia simples e instrutiva, descri¢go essa que ser- 
viré como que um comentdria do método da andlise, ou da regressdo, isto 6, de “vol- 
tar para tras”. A propésito, este assunto é tratado no presente livro, sob o nome 
de PAPPUS, a quem se deve uma cldssica descrigao do método em questao. 


1. Procuraremos responder a seguinte intricada pergunta: Como & possivel 
retirar de um rio exatamente seis litros de dgua se s6 se dispGe, para medir a dgua, de 
dois recipientes, com quatro e nove litros de capacidade? 

Imaginemos com ciareza os instrumentos de que dispomos, os dois recipien- 
tes. (Quais sio os dados?) Admitamos que sao eles dois vasos cilindricos, de bases 
iguais € cujas alturas estdo entre si como 9 esta para 4 (ver figura 22). Se, na face de 
cada vaso, houvesse uma escala graduada que nos permitisse avaliar o nivel da dgua, 
© problema seria simples. No entanta, nao hd tal escala e, assim, estamos ainda longe 


us 


Figura 22 


N&o sabemos ainda como medir exatamente 6 litros, mas poderemos medir 
alguma outra coisa? (Se n&o conseguir resolver o problema proposto, procure antes 


resolver algum problema correlato. E possivel obter algo de util dos dados?) Faca- 
mos alguma coisa, vamos nos divertir um pouco. Poderiamos encher completamente 
© vaso maior e despejar tanto quanto possivel no vaso menor; ficarfamos assim com 5 
litros, Seria também possivel ficar com 6 litros? Temos de nove os dois vasos vazios. 
Poderiamos também... 


Estamos agora a fazer o que muita gente faz quando se defronta com este pro- 
blema. Comecamos com os dois recipientes vazios, experimentamos isto e aquilo, 
enchemos e esvaziamos, e quando no conseguimes, recomecamos por tentar alguma 
outra coisa. Estamos assim a caminhar para frente, da situagSo inicial para a situagZo 
final desejada, dos dados para a incégnita. Poderemos, acidentalmente, ter bom éxito. 


2. Ora, as pessoas excepcionalmente capazes, ou aquelas que nas suas aulas 
de Matemética tiveram a oportunidade de aprender algo mais do que operagdes me- 
ramente rotineiras, ndo perdem muito tempo com essas tentativas, mas voltam-se 
e passam a caminhar para tras. 


De que é que precisamos? (Qual é 2 incdgnita?) Visualizemos a situacdo final 
que almejamos, com a maior clareza poss{vel. Imaginemos que temos aqui, 4 nossa 
frente, 0 vaso maior contendo exatamente seis livros de 4gua e 0 vaso menor vazio, 
como a figura 23 mostra. (Comecemos por aquile de que se precisa @ admitamos que 
#4 foi encontrado aquilo que se procura, diz Pappus.) 


a 


De que situagdo anterior poderiamos obter a desejada situacao final mostrada 
na figura 23? (Indaguemos de que antecedente poderd ser deduzido o resultado dese- 
jado, diz Pappus). Poderiamos, é evidente, encher totalmente o vaso maior, ou seja, 
com 9 litros, mas entdo terfamos de despejar exatamente 3 litres. Para conseguir 
isto... terfamos de ter exatamente um litro de égua no vaso menor! isso! (Ver fi- 
gura 24). 

{O passo que acabamos de dar ndo é assim tao facil. Poucos serao capazes de 
déio sem muita hesitago. Com efeito, ao reconhecermos a significagao deste passo, 
44 prevemos a forma da resolucdo que segue.) 
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Figura 24 


Mas como poderemos chegar a situacdo que acabamos de encontrar e que é 
ilustrada peia figura 24? (indaguemas de novo qual seria o antecedente deste ante- 
cedente}. Como a quantidade de 4gua do rio é praticamente ilimitada, a situag3o da 
figura 24 equivale A sequinte, da figura 25, 


du 


Figura 25 


ou, ainda, 4 seguinte, da figura 26. 


Z 


Figura 26 


E facil reconhecer que, se for possfvel chegar as situagSes indicadas nas figuras 
24, 25 e 26, pode-se igualmente chegar a qualquer uma outra, mas nado é facil obter 
a situacdo da figura 26, a menos que jd a tenhamos visto antes, ou a encontrado aci- 
dentaimente em alguns dos nossos ensaios iniciais. Nas tentativas com os dois vasos, 
é possfvel que tenhamos feito alguma coisa semelhante e que agora relembremos, no 
momento certo, de que a situacdo da figura 26 pode surgir por sugestdo da figura 27. 
Enchemos totalmente o vaso maior, em sequida dele transferimos, duas vezes sequidas, 
quatro litros para 0 vaso menor, despejando-os no rio, de cada vez. Chegamos final- 
mente a alguma coisa j4 conhecida (estas so patavras de Pappus) e, seguindo o mé- 
todo da anélise ou regressdo, descobrimos a seqiiéncia apropriada das operacdes, 


E verdade, descobrimos esta seqiiéncia na ordem regressiva, mas tudo o que res- 
ta a fazer & inverter o processo e comegar pelo ultimo ponto alcangado na andlise 
{como diz Pappus). Primeirc, realizamos as operagdes sugeridas pela figura 27 e obte- 
mos a figura 26, dal passamos a 25, em seguida 2 24 e, por fim, & figura 23. Retro- 
cedendo, conseguimos finalmente deduzir 0 que era preciso. 


Figura 27 


3. A tradig#o grega atribui a Platéo a descoberta do método da anilise. 
Pode-se ndo confiar muito na tradigdo mas, de qualquer maneira, se no foi Platio, 
algum sdbio grego achou por bem atribuir a invengSo deste método a um génio filo- 
séfica, 


Ha certamenta neste métode alguma coisa que ndo é superficial. H4 uma certa 
dificuldade psicolégica em fazer meia-volts, em afastar-se do objetivo, em regredir, 
em desviar-se da trajet6ria almejada. Ao descobrir a seqiiéncia apropriada das ope- 
rages, a nossa mente passa a proceder numa ordem que é exatamente a inversa do 
desempenho real. H& uma espécie de repugndncia psicolégica para com esta ordem in- 
verss, que pode impedir que até um estudante muito capaz compreenda o métoda, se 
este ndo the for apresentado com cuidado. 


No entanto, ndo € preciso ser gnio para resolver por regressio um problema 
concreto. Qualquer pessoa poderd fazé-lo com um pouco de bom senso. Concentra- 
mo-nos no objetivo desejado, visualizamos a posi¢So final em que gostarfamos de 
nos encontrar. A partir de que posic¢&o anterior podemos chegar a final? E natural 
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fazer esta pergunta e, ao fazé-la, estamos voltando para tras. Até problemas muito 
elementares conduzem naturalmente a regressdo (ver PAPFUS, 4). 


A regresséo € um processo de bom senso ao alcance de todas e ndo se pode 
duvidar que ele foi utitizado, por mateméaticos ou néo, antes de Plato. O que alguns 
s4bios gregos podem ter considerado como uma realizacdo digna do génio de Plat3o 
6,0 enunciado do processo em termos genéricos e 2 sua caracterizag4éo como uma ope- 
racdo t{pica Util na resolugdo de problemas, mateméticos ou nao. 


4. Passemos agora a uma experiéncia psicolégica — caso nfo seja muito brusca 
a transic#o de Plat3o para cies, galinhas e chimpanzés. Uma cerca forma trés dos la- 
dos de um retangulo, deixando aberto © quarto lado, como a figura 28 mostra. 


F 
ic} 


9 
D 


Figura 28 


Colocamos um cachorro dum lado da cerca, no ponto D, ¢ alguma comida do outro 
fado, no ponto F. Para o cachorro, este problema 6 relativamente simples, Ele primei- 
ro ensaia um salto direto sobre a comida, mas em seguida se volta e, correndo com 
deciséo até o final da cerca, chega 4 comida numa curva suave. Algumas vezes, po- 
rém, especialmente quando os pontos D e F estéo muito préximos, a solugdo nao é 
tio imediata: © cachorro pode perder tempo a ladrar, a arranhar a cerca e a jogar-se 
contra ela, antes de “conceber a brithante idéia’ {como dirlamos} de contorné-la. 


E interessante comparar 0 comportamento de outros animais quando coloca- 
dos no lugar do cachorro. O problema é muito facit para um chimpanzé ou para uma 
crianga de quatro anos (para esta, um brinquedo pode constituir um atrativo maior 
do que a comida). Ele se torna, porém, surpreenaentemente diffci! para uma galinha, 
que fica a correr excitadamente para frente e para tras, do seu lado da cerca, e pode 
assim levar um tempo enorme até chegar a comida, se é que chegaré mesmo. Mas a 
galinha podera enfim conseguir acidentalmente, 


5. No devernos estabelecer uma grande teoria cam base em uma sb experiéncia 
que foi apenas abreviadamente divulgada. Néo h4 porém, nenhum inconveniente 
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em observar analogias evidentes, desde que estejamos preparados para verificé-las e 
reavalié-las. 


Resolver um problema de qualquer tipo é contornar um obstéculo; portanto, a 
experiéncia descrita tem um valor simbélico, A galinha comportou-se como as pes- 
soas que resolvem os seus problemas de qualquer jeito, por tentativas repetidas, con- 
seguindo eventualmente, gragas a um acidente feliz, sem que tenham percebido as 
razdes do seu sucesso. O cachorro, que arranhou, salou e lativ antes de se voltar, 
resolveu o seu problema quase téo bem quanto nés resolvemos 0 nosso dos dois re- 
cipientes. Imaginar uma escala graduada para indicar o nivel da dgua era uma espécie 
de arranh&o quase indtil, que apenas mostrava que aquilo que procurévamos estava 
bem abaixo da superficie. Nés também procuramos primeiro caminhar para a frente 
@ mais tarde tivemos a idéia de voltar para tras. O cachorro que, depois de um breve 
exame da situagSo, deu meia-volta e seiu a correr, d4 a impressZo, carta ou errada, 
de uma intuigdo superior. 


Nao devemos sequer condenar a galinha pela sua inépcia, HA uma certa dificul- 
dade em fazer meia-valta, ern afastar-sa do objetivo, em caminhar sem olhar conti- 
nuamente para a meta, em no seguir a trajetéria que leva diretamente ao fim deseja- 
do. Hé uma evidente analogia entre as dificuldades da gatinha e as nossas proprias. 


Sabedoria dos provérbios, Resolver problemas é uma atividade humana funda- 
mental. De fato, a maior parte do nosso pensamento consciente relaciona-se com pro- 
blemas. A ndo ser quando nos entregamos @ meros devaneios ou fantasias, os nossos pen- 
samentos dirigem-se para umfim, pracuramos meios, procuramos resolver um problema. 

Algumas pessoas tém mais sucesso do que outras em atingir os seus objetivos e 
resolver os seus problemas, Essas diferencas sfo notadas e comentadas ¢ certos pro- 
vérbios parecem ter preservado a quintesséncia de tais observacdes. De qualquer mo- 
do, hé muitos provérbios que caracterizam admiravelmente os procedimentas t(picos 
segquidos na resolucdo de problemas, os aspectos de bom senso, os estratagemas e os 
erros habituais. Muitas observacGes judiciosas, algumas sutis, aparecem em provér- 
bios mas, é evidente, estes ndo constituem um sistema cientifico, livre de incoeréncias 
e obscuridades. Pelo contrério, 6 muito comum a um determinado provérbio ser con- 
traposto um outro que dé um conselho exatamente inverso e & grande a amplitude 
de interpretagéo. Seria tolice considerar os provérbios como fontes autorizadas de 
sabedoria universatmente aplicdvel, mas seria também uma pena desprezar a descri- 
gio pitoresca de pracedimentos heuristicos que eles proporcionam. 


A coleta e a classificagSo de provérbios relatives ao planejamento, 4 procura de 
meios e a escolha de linhas de acdo, em suma, de provérbios relativos & resolucdo de 
problemas, constituird interessante tarefa. Como, para isso, dispomos de potico es- 
paco, 0 melhor que podemas fazer:é citar alguns que ilustram as fases principais do 
processo solucionador, as quais se destacam em nossa lista e so discutidas nas secdes 
6 a 14 ¢ em outros Jugares. Os provérbios citados esto impressos em itdlico. 
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1. A primeira coisa a fazer com um problema é compreendé-lo bem: Quem 
entende mai, mai responde. Precisamos distinguir claramente a meta que desejamos 
alcangar: Pense no fim antes de comegar. Este ¢ um conselho muito antigo: respice 
finem & o dito latino. Infelizmente, nem todos seguem este bom conselho e as pessoas 
muitas vezes comegam a especular, a falar e, até, a agir confusamente sem ter compre- 
¢ndido propriamente o objetivo para o quai deveriam trabalhar, O tofo ofha parao 
comego, o sdbio vé o fim. Se o objetivo néo estiver claro em nossa mente, poderemos 


facilmente desviarmo-nos do problema e abandoné-lo, 0 sdbio comega pelo fim, o 
tolo termina no comeco. 


Nao basta, porém, compreender o problema, & preciso também querer a sua so- 
luego, N&o teremos probabilidades de resolver um problema dificil se ndo tivermos 


um forte desejo de resolvé-lo, mas havendo um tal anseio haverd uma chance. Que- 
rer é poder. 


2. A concep¢io de um plano, de uma idéia da agdo apropriada, é o que mais 
importa na solucdo de um problema. 


Uma boa idéia é uma sorte, uma inspirac3o, um presente dos deuses, que preci- 
samos fazer por merecer: A perseveranca é a rie da boa sorte. N3o se derruba um 
carvalho com uma sé machadada. Se no principio ngo conseguir, continue tentando. 
Mas néo basta continuar tentando, precisamos tentar meios diferentes, variar as ten- 
tativas: Experimente todas as chaves do molho. Devemos adaptar as nossas tentati- 
vas as circunsténcias. Velejs-se conforme o vento, Fagamos como pudermos se nda 
pudermos fazer coma queremos. Se n&o conseguirmos, deveremos tentar outra coisa. 
0 sdbio muda de opinigo, o tofo nunca. Devermos mesmo estar, de saida, preparados 
para um possfvel fracasso de nosso plano e ter outro de reserva, Mantenha duas cor- 
das para o arco. E possivel, naturalmente, exagerar essa mudanga de um Plano para 
outro e, assim, perder tempo. Poderemos, entdo, ouvir o comentario irdnico: Faga e 
desfaca que 0 dja & bastante fonga. Teremos menos possibilidades de enganos se ndo. 
berdermos de vista a nossa meta. O objetivo da pescaria nao é Jangar o anzol, mas sim 
apanhar o peixe. 


Esforgamo-nos para extrair algo de Gti! da meméria, porém, muitas vezes, quan- 
do surge uma idéia que poderia ajudar, ndo a apreciamos por causa da sua aparente 
insignific&ncia. 0 experto talvez nao tenha mais idéias que o inexperto, porém ele 
aprecia mais as que tiver e as utiliza melhor. O sébio cria mais aportunidades do que 
as encontra. O sébio faz ferramentas daquilo que the cai 4s méos. Ou é possivel que 
@ vantagem do experto esteja em que ele se mantém permanentemente atento a opor- 
tunidades. Fique sempre de ofho na grande ocasiéo. 


3. Devemos comegar a execugSo do nosso plano na hora certa, quando ele 
estiver amadurecide, nunca antes. No devemos nos precipitar. Ofhe antes de saitar. 
Prove antes de confiar. Ume demore prudente tome o caminho seguro. Por outro 
lado, néo devemos hesitar por muite tempo. Quem quiser navegar sem risco, ndo se 
Yaga ao mar. Faca 0 que puder e espere pelo melhor. Use os meios 8 Deus o ajudard. 


Devemos usar o nosso discernimento para escolher o momento azado. E aqui 
vai um aviso oportuno para lembrar o engano mais comum, a mais habitual falha de 
discernimento: £ facil acreditar naquilo que se deseja. 

O nosso plano, no caso mais favoravel, somente nos forneceré um contorno 
geral. Temos de nos convencer de que os detalhes se encaixam nesse contorno, de 
modo que temos de examinar cada detalhe, urn apés outro. Degrau a degrau, sobe-se 
@ escada. Faca as coisas gradualmente. 


Na execucdo do nosso plano, devemos ter o cuidado de dispor as suas etapas 
na ordem apropriada, que muitas vezes 6 inversa 4 ordem da invencio. O que o tolo 
faz no fim, o sébio faz no principio. 

4. © reexame da solugio completa constitui uma fase importante e instrutiva. 
Nao pensa bem quem néo repensa. 

Reexaminando a solucdo, podemos descobrir outra confirmacao do resultado. 
E bom lembrar ao principiante que essa segunda confirmagZo é valiosa, que é methor 
ter duas demonstraces do que uma s6. £ mais seguro ancorar com dois ferros. 


5. De moda algum esgotamos os comentérios acerca de provérbios relativos 
a solugdo de problemas. No entanto, muitos outros, que poderiam ter sido oitades, 
dificilmente apresentariam novos temas, mas apenas variagdes sobre os j4 menciona- 
dos, Certos aspectos mais sistematicos e mais refinados do processc solucionador 
mal caberiam sob o titulo de Sabedoria dos Provérbios. 

Na descrigdo dos aspectos mais sistematicos da solu¢So, o Autor procurou, aqui 
e ali, imitar o feitio peculiar dos provérbios, o que ndo é facil. Seguem-se alguns pro- 
vérbios “sintéticos’’ que descrevem atitudes algo mais refinadas. 

O fim indica os meios. 

Seus melhores amigos so O que, Por qué, Onde, Quando e Como. Pergunte 
O que, pergunte Por qué, pergunte Onde, Quando e Como — e néo pergunte a nin- 
guém quando precisar de consetho. 

Nao acredite em coisa alguma, mas s6 duvide daquilo que merecer divida. 


Olhe em torno quando encontrar o primeiro cogumelo — ou fizer a primeira 
descoberta; ambos medram em grupos. 


Se néo conseguir resolver o problema proposto no s¢ aflija muito com o in- 
sucesso @ procure consolar-se com alguns dos éxitos que ja obteve, procure antes 
resolver algum problema correlato, criaré, assim, coragem para obter de novo o pro- 
blema original. Néo esqueca que a superioridade do homem estS em contomar um 
obstéculo que n&o pode ser supérado frontalmente, em conceber um problema 
auxiliar adequade quando o problema original parecer insolivel. 


E poss(vel imaginar um problema correleto que seja mais acessivel? E preciso 
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agora /nventar um problema correlato, e néo apenas /embrar de um; espero que jé 
haja tentado satisfazer 4 indagacao: Conhece um problema correlato? 


As demais indagacGes tem um objetivo comum, que 6 a VARIACAO DO PROBLE- 
MA. Ha diferentes meios de alcancar este objetivo, tais como GENERALIZACAO, PAR- 
TICULARIZACAO, ANALOGIA e outros, que sao maneiras diversas de DECOMPOSICAO. 
E RECOMBINACAO. 


‘Separe as diversas partes da condicionante. Nosso primeiro dever é compreen- 
der o problema. Compreendendo-o por inteiro, passamos aos detalhes. Examinamos 
suas partes principais (a incognita, os dados, a condicionante) uma por uma. Quando 
tivermos bem em mente essas partes e nenhuma idéia nos houver ainda ocorrido, pas- 
samos a outros detalhes. Examinamos os diversos dados, um por um. Uma vez com- 
Preendida a condicionante inteira, separames as suas diversas partes e examinamos 
cada parte, uma a uma. 


Vemos agora a funcdo da sugesto aqui apresentada. Ela tende a provocar um 
Passo que temos de dar quando procuramos ver claramente o problema e tivermos 
de entrar em detalhes cada vez mais profundos. Trata-se af de um passo de DECOMPO- 
SIGAO E RECOMBINACAO. 


Separe as diversas partes da condicionante. Pode anotd-las? Temos muitas vezes 
oportunidade de formular esta indagagdo quando passamos a0 EQUACIONAMENTO. .. 


Simetria tem dois signiticados: um, mais comum, particular, geométrico; outro, 
menos comum, genérico, ldgico. 


A Geometria Espacial elementar considera dois tipos de simetria: em relagdo 
aum plano (chamado plano de simetria) e em relacdo a um ponto (chamado centro 
de simetria). O corpo humano parecer ser razoavelmente simétrico, porém de fato 
nao o é: diversos Grgdos internos estéo dispostos muito assimetricamente. Uma es- 
tétua pode ser perfeitamente simétrica em relacdo a um plano vertical, de tal manei- 
ra qué as duas partes sejam completamente “intercambidveis”. 


Numa acep¢do mais geral, um todo & dito simétrico quando tem partes inter- 
cambidveis. H4 muitos graus de simetria; eles diferem no numero de partes inter- 
cambidveis @ nas operagSes que permutam as partes. Assim, um cubo apresenta um 
alto grau de simetria: as suas 6 faces s&o intercambidveis entre si, como o sda os seus. 
8 vértices ¢ as suas 12 arestas. A expressdo 


yz + ax t xy 


6 simétrica: qualquer par das lejras x, y,z pode ser permutado entre si sem alterar 
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a expressao. 


A simetria, no sentido geral, é importante para o nosso assunto. Se o problema 
for simétrico em algum aspecto, poderemos tirar vantagem da observacao das suas 
partes intercambidveis e muitas vezes compensa tratar da mesma maneira as partes 
que desempenham a mesma funggo (ver ELEMENTOS AUXILIARES, 3). 


Procure tratar simetricamente o que é simétrico e ndo destruir arbitrariamente 
qualquer simetria natural. Somos, contudo, muitas vezes levados a tratar assimetri- 
camente o que é naturalmente simétrico, Um par de luvas é certamente simétrico; 
no entanto, ninguém usa o par de um modo perfeitamente simétrico, ninguém colo- 
ca ambas as luvas a0 mesmo tempo, mas sim uma apés outra. 


A simetria pode também ser iti! na verificaedo dos resultados (ver seco 14}. 


Sinais de progresso. Quando Cotomba e seus companheiros velejavam para 
oeste, através de um oceano desconhecido, eles se animavam sempre que avistavam 
passaros, pais consideravam estes como um sinai favoravel, indicador da proximidade 
de terra, porém ficaram muitas vezes desiludidos. Pensavam que algas marinhas flu- 
‘tuantes ou nuvens baixas podiam indicar terra, mas também ficaram desapontados, 
Um dia, porém, os sinais se multiplicaram. Na quinta-feira, 11 de outubro de 1492, 
“avistaram passaros @ um canico verde perto do navio. Os que estavam na caravela 
Pinta viram um pedaco de cana e uma vara e recolheram uma pequena lan¢a que pé- 
recia ter sido trabalhada a ferro, além de outro pedago de cana, de uma planta ter- 
restre ¢ de uma pequena tdbua. A tripulacdo da caravela Niffa também avistou sinais 
de terra e um galho coberto de sementes. Foi um allvio geral ¢ todos se rejubilaram 
com estes sinais". E de fato, no dia seguinte avistaram terra, a primeira itha de um 
Novo Mundo. 

© nosso empreendimento pode ser importante ou nao, o nosso problema pode 
ser de qualquer tipo -- quando estamos a trabalhar intensamente, procuramos, com 
ansiedade, sinais de progresso, assim como Colombo e seus companheiros procura- 
vam sinais de proximidade de terra, Examinaremos alguns exemplos que nos ajuda 
rao a compreender o que razoavelmente pode ser considerado como um sinal de 
aproximagdo da solucdo. 


4, Exemplos Tenho um problema de xadrex, Tenho de por em xeque-mate 
© rei preto, digamos, em dois tances. No tabuleiro, bem distante do rei preto, esté 
um cavalo brance que parece supérfluo. Para que serve?.Sou forcado, no momento, 
a deixar sem resposta esta pergunta. No entanto, apds varias tentativas, ocorreu-me 
uma nova jogada e observei que esta poria em jogo 0 cavalo branco. A observagao 
deu-me uma nova esperanga e considerei-a como um sinal favordvel: 0 novo lance 
tinha uma certa possibitidade de ser o certo. Por qué? 


Num problema de xadrez bem concebido no hé pecas supérfluas. Portanto, 
temos de levar em conta todas as que esto no tabuleiro, temos de usar todos os de- 


dos, A solucdo correta tem certamente de usar todas as pecas, mesmo aquele cavalo 
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branca que parecia supérflua, Neste Gltimo casa, o novo lance que imaginei concor- 
daya com a jogada correta que devia fazer. O novo lance parece o certo; ele pode 
ser 0 certo, 


Seria interessante examinar uma situagdo semelhante num problema matemati- 
co. Quero exprimir a drea de um triangula em fung&o dos trés lados a, ¢ c. J& 
tracei um plano, Sei, mais ou menos claramente, quais as relagSes geométrices que 
tenho de levar em conta e que cdlculos devo realizar. Mas nfo tenho ainda certeza se 
9 meu plano funcionard. Se agora, procedendo de acordo com o plano, observar que 
a grandeza 


b+e 


entra na expresséo da drea que estou em vias de estabelecer, terei um bom motivo 
para ficar satisfeito, Por qué? 


De fato, ndo se deve esquecer que a soma de dois !ados de um triangulo é maior 
do que o terceiro. Isto implica numa certa restriggo. Os lados dados, a,b e ¢, 
ndo podem ser inteiramente arbitrérios; por exemplo, b + ¢ tem de ser maior do 
que a. Trata-se de uma parte essencial da condicionante e devemos utilizar toda 2 
condicionante. Se 6 + ¢ n&o for maior do que a, a férmula que procuro tor- 
nar-se-6 ilus6ria. Sim, porque a raiz quadrada que acima aparece torna-se imaginéria 
quando & # c — a énegativo, isto 6, quando & + ¢ é menor do que a e assim 
a raiz quadrada torna-se imprépria para representar uma quantidade real. Deste mo- 
do, a minha férmula, na qual entra uma raiz quadrada, apresenta uma importante 
propriedade em comum com a férmula verdadeira, A minha formula parece a verda- 
deira; ela pode ser a formula verdadeira. 


Eis um outro exemplo. Hé algum tempo, quis demonstrar um teorema de Geo- 
metria Espacial, Sem muita dificuldade, encontrei uma primeira observac¢do que me 
pareceu pertinente, mais af parei. Faltava alguma coisa para concluir a demonstragao. 
Quando, naquele dia, desisti, tinha j4 uma nocdo, mais clara do que no principio, de 
como se apresentaria a solucdo, de como a lacuna deveria ser preenchida, porém era 
incapaz de preenché-la. No dia seguinte, apés uma noite bem dormida, logo lembrei- 
me deum teorema anélogo da Geometria Plana. Num lampejo, convenci-me de que es- 
tava agora com a solugéo e tinha, pensei, boe razdo para estar disto convencido. Por 
qué? 


De fato, a anafogia 6 um bom guia. A resolugdo de um problema de Geometria 
Espaciai muitas vezes depende de um problerna andlogo da Geometria Plana (ver 
ANALOGIA, 3 a 7}, Assim, no meu caso, havia de saida uma possibilidade de que a 
desejada demonstracao utilizaria como lema um teorema da Geometria Plana do tipo 
que finalmente me veio 4 mente. “Este teorema parece o lema de que preciso; ele po- 
de ser o lema de que preciso” — este foi o meu raciocinio. 
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Se Colombo e seus homens se dessem ao trabatho de raciocinar explicitamente, 
teriam procedido de maneira semelhante. Conheciam a aparéncia do mar nas proxi- 
midades da costa. Sabiam que, com maior freqiéncia que em alto-mar, aparecem 
passaros nos ares, vindos de terra, e objetos flutuantes, desgarradas do litoral.Muitos 
dos homens deviam ter feito observagGes semelhantes quando, em viagens anteriores, 
tegressavarn a0s seus portos de origem. Na véspera da data memordvel em que avis- 
taram a ilha de Sao Salvador, quando os objetos que flutuavam nas dguas tornaram-se 
mais freqientes, pensaram: “Parece que estamos nos aproximando de terra; é possi- 
vel que estejamos nos aproximando de terra” e “foi um alivio geral e todos se rejubi- 
jaram com estes sinai: 


2. Cardter heuristico dos sinais de progresso. \nsistamos num ponto que tal- 
vez esteja claro para todos, mas que é muito importante e, por isto, deve ficar per- 
feitamente esclarecido. 


© tipo de raciocinio itustrado pelos exemplos anteriores merece ser seriamente 
notado e fevado em conta, embora apenas proporcione uma indicagao ptausivel e 
ndo uma certeza infalivel. Reformulemos um desses raciocinias com pedantismo, por 
extenso e com detafhes de pouca naturalidade: 


Quando nos aproximamos de terra, muitas vezes avistamos péssaros. 
Estamos a avistar passaros. 
Portanto, provavelmente, estamos a nos aproximar de terra. 


Sem a palavra “provavelmente”, a concluséo seria uma completa falécia. Com 
efeito, Colombo e seus companheiros muitas vezes avistaram passaros, mas depois se 
desapontaram. SO uma vez chegou o dia em que os avistaram e ao qual se seguiu o 
dia da descoberta. 


Com a palavra “provavelmente”, a conclusdo é razodvel e natural, mas de ma- 
neira alguma constitui uma demonstracdo conclusiva: ela é somente uma indicacdo, 
uma sugestdo heuristica. Seria um grande engano esquecer que uma tal conciusdo 
6 apenas provavel e consider4-la como uma certeza. Porém desprezar inteiramente 
essas conclusdes seria um engano ainda maior. Quem tomar uma concluséo heuris- 
tica como certa, poderd ser enganado e ficar desapontado; mas quem desprezar com- 
pletamente as conclusdes heuristicas ndo faré nenhum progresso. Os mais importan- 
tes sinais de progresso s&o heuristicos. Devemos confiar nesles? Devemos segui-los? 
Siga-os, mas fique de olho aberto. Confie neles, mas ndo deixe de observar. E nunca 
renuncie ao seu discernimento. 


3. Sinais claramente expressdveis, Podemos encarar os exemplos anteriores 
de um outro ponto de vista, 


Em um Gesses exemplos, consideramos come um sinal favoravel, o fata de con- 
sequirmos por em jogo um dado até ento ndo utilizado (0 cavalo branco}. Estévamos 
perfeitamente certos em assim considera-lo, De fato, resolver um problema cansiste, 
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essencialmente, em encontrar a conexéo entre os dados e a incdgnita. Além disso, 
devemos, pelo menos nos problemas bem enunciados, utilizar todos os dados e rela- 
cionar cada um deles com a incdégnita. Assim, podemos considerar que a colocagao 
em jogo de mais um dado é um progresso, um passo a frente, 


Num outro exemplo, consideramos como um sinal favordvel o fato de uma 
‘lausula essencial da condicionante ter sido adequadamente tevada em conta em nos- 
sa formula, Estavamos perfeitamente certos em assim considerar. Com efeito deve- 
mos utilizar toda # condicionante. Assim sendo, podemos considerar que levar em 
conta mais uma cldusula da condicionante é um progresso, um passo na direcdo 
certa. 

Em ainda um outro exemplo, consideramos como um sinal tavordvel o surgi- 
mento de um problema andlogo mais simples, o que também se justifica, pois a ana- 
togia é certamente uma das principais fontes da invencdo. Se outros meios falharem, 
deveremos procurar imaginar um problema andfogo. Portanto, quando um tal pro- 
blema surge espontaneamente, por si préprio, sentimo-nos naturalmente jubilosos, 
sentimos que estamos a nos aproximar da solucdo. 


Apés esses exemplos, podemos agora perceber facitmente a idéia geral. Hé cer- 
tas operacGes mentais que s&o tipicamente Ateis na resolugdo de problemas. (As 
mais comuns dessas operagdes constam da lista deste fivro.} Se uma delas tiver su- 
cessa (se mais um dado ficar relacionado com a incégnita — se mais uma cldusula 
for jevada em conta — se for intraduzido um problema andlogo mais simples}, esse 
sucesso sera percebido como um sinal de progresso. Uma vez compreendido este pon- 
to essencial, podemos expressar com alguma clareza a natureza de outros novos si- 
nais de progresso. Tudo o que temos a fazer é reler a nossa lista e observar as varias 
indagagSes e sugestdes que compéem, j4 do ponto de vista em que acabamos de nos 
situar. 


Assim, a compreensdo clara da incégnita é progresso. A disposigao ordenada 
dos diversos dados, de tal maneira que possamos facilmente relembrar de qualquer 
um deles, também ¢ progresso. A visualizagdo nftida da condicionante como um tado 
pode significar um progresso essencial e a separacdo dessa condicionante em partes 
apropriadas pode constituir um importante passo 2 frente. Quando encontramos uma 
figura facil de imaginar, ou uma notacdo facil de reter, podemos razoaveimente crer 
que fizemos progresso. A recordacdéo de um problema correlato e jd anteriormente 
resolvido pode constituir um passo decisive na diregdo certa. 


E assim por diante: a cade operagéo mental concebida com clareza corresponde 
um certo sinal claramente expressdve!, A nossa lista, bem examinada, inclui também 
sinais de progresso. 


Ora, as indagagSes € sugestSes que constituem essa nossa liste sdo simples, 
Sbvias, apenes bom senso comum, Para compreend#la, no é necessdria nenhuma 


ciéncia oculta, pois bastaré um pouco de bom senso e, naturalmente, alguma ex- 
periéncia, 

4. Sinais menos claramente expressdveis, Quando trabalhamos intensamente, 
sentimos bem o ritmo do nosso progresso. Quando ele é rapido, exultamos: quando 
lento, ficamos deprimidos. Sentimos claramente essas diferencgas sem sermos capa- 
zes de identificar qualquer sinal especifico. Disposigdes de animo, sensacées, aspectos 
gerais da situaedo servem para indicar 0 nosso progresso, mas nio séo faceis de ex- 
pressar. “Parece-me bom” ou “N&o esté tZo bom”, dizem os simplorios. Os mais 
sutis se exprimem com certa nuance. “Este 6 um plano bem equilibrado” ou “Nao, 
esta faltando alguma coisa e isto prejudica a harmonia”. E no entanto, por detras de 
expressdes primitivas ou vagas, hé uma inconfundivel sensagdo de confianca que mui- 
tas vezes nos leva ao caminho certo. Se tal sensac4o for muito forte e surgir repenti- 
namente, falamos de inspirac¢3o. As pessoas geralmente nda duvidam de suas inspi- 
ragdes e algumes vezes sfo por elas enganadas. De fato, davemos tratar as sensagSes 
orientadoras e as inspiragdes da mesma maneira que tratamos aqueles sinais de 
progresso mais claramente expressdveis, que foram discutidos no item anterior. Con- 
fie, mas tique de olho aberta. 


Siga sempre a sua inspiracdo, mas com uma pitada de divida. 

{Qual é a natureza dessas sensacdes orientadoras? Haver algum significado 
menos vago em patavras de conotagSes tdo estéticas como “equilibrado” e “harmo- 
nioso”? Estas questGes sdéo mais especulativas que préticas, mas o presente contexto 
indica respostas que talvez meregam ser enunciadas: come os sinais de progresso mais 
claramente expressaveis relacionam-se com 0 sucesso, ou fracasso, de certas operacGes 
mentais bem definidas, podemos suspeitar que as nossas sensacdes orientadoras me- 
nos claramente expresséveis podem estar similarmente relacionadas com outras 
atividacles mentais mais obscuras — talvez com atividades cuja natureza seja mais “psi- 
colégica” e menos “logica”’.] 

5. Como os sinais ajudam. Tenho um plano. Percebo claramente por onde 
comecar e quais os passos ini que deverei dar. Porém nao vejo berm 0 rumo que 
© caminho toma mais adiante. N3o estou muito certo de que o meu plano funcionaré 
e, de quelquer maneira, ainda tenho um longo caminho pela frente. Portanto, comeco 
cautelosamente na direcdo indicada pelo meu plano e me mantenho alerta para sinais 
de progresso. Se esses sinais forem raros € indistintos, fico hesitante. E se por muito 
tempo eles deixarem mesmo de aparecer, posso ficar desencorajado, voltar atras e ten- 
tar outro caminho. Pelo contrario, se os sinais se tornarem mais frequentes 4 medida 
que avanco, se eles se multiplicarem, a minha hesitacao se desvanece, 0 meu maral se 
levanta e prossigo com confianga cada vez maior, assim como ocorreu com Colombo. 
seus companheiras antes de avistarem a ilha de Sao Salvador. 

Os sinais podem orientar as nossas acdes. A sua auséncia pode alertar-nos 
de um beco sem saida e poupar-nos tempo e trabalho intteis. A sua presenca pode 
fazer com que concentremos a nosso esforco sobre © ponte certo. 
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No entanto, as sinais podem também ser enganadores. Uma vez, abandonei 
uma trilha por falta de sinais, mas alguém, que vinha atrés de mim e prosseguiu um 
pouco mais, fez uma importante descoberta — para meu grande aborrecimento e eter- 
ne arrependimento. Ele néo s6 teve mais perseveranga do que eu, mas também in- 
terpretou corretamente certos sinais que deixei de notar. Por outro lado, passo se 

+ guir alegremente por um caminho, encorajado por sinais favoraveis, e deparar-me com 
um obstéculo insuspeitado e intransponivel. 


Sim, os sinais podem nos enganar num ou noutro caso, mas eles nos guiam 
certo na maioria das vezes. Um cacador pode, aqui e ali, interpretar mai os rastros 
deixados pelos animais, mas ele precisa estar certo na média, pois do contrario a 
caca nao poderia ser seu meio de subsisténcia. 


E preciso experigncia para interpretar corretamente os sinais. Alguns dos com- 
Panheiros de Colombo certamente conheciam, por experiéncia, o aspecto do mar 
nas proximidades do litoral e assim estavam capacitados a interpretar os sinais que 
sugeriam estarem a se aproximar de terra. O experto sabe, por sua propria experiéncia, 
como a situacdo se apresenta e qual a sensacdo que se tern quando a solucdo esté pr 
xima, de tal modo que ele é capaz de interpretar os sinais indicadores dessa aproxi- 
malo. O experto conhece mais sinais do que 0 inexperto, e os conhece melhor: 
a sua principal vantagem pode consistir nesse conhecimento, Um cagador experiente 
nota rastros de animais ¢ avalia se eles so recentes ou antigos em casos nos quais um 
outro, inexperiente, seria incapaz de perceber coisa alguma. 


A principal vantagem das pessoas excepcionalmente talentosas pode consistir 
numa espécie de sensibilidade mental extraordinaria. Com sensibilidade refinada, 
ele percebe sutis sinais de progresso ou nota a sua falta onde os menos talentosos 
seriam incapazes de perceber a diferenca. 


[6. Silogismo heuristico. No item 2, deparamo-nos com um tipo de raciocinio 
heurfstico que merece maior consideracdo e, também,com um termo técnice. Come- 
cemos por reformular aquele racioc(nio da sequinte forma: 


Quando nos aproximamos de terra, muitas vezes avistamos pAssaros, 
Estamos a avistar passaros. 


Portanto, torna-se mais verossimil que estejamos a nos aproximar de terra. 


As duas proposicSes acima da linha horizontal sdo chamadas as premissas e a 
que fica abaixa da linha, a conclusdo. E todo este modelo de raciocinio pode ser de- 
nominado um silogismo heurfstico. 

As proposiges esto aqui enunciadas da mesma forma que no item 2, mas a 
concluséo esté expressa por uma frase mais cuidadosa. Colambo e seus homens 
conjecturavam desde o principio que, mais cedo ou mais tarde, encontrariam terra 
yelejando para ceste. E eles deviam ter dado crédito a essa conjectura, pois, do con- 
trério certamente no teriam partido. A medida que prossequiam viagem, retaciona- 
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vam cada incidente, maior ou menor, com a questao predominante: “Estaremos a 
nos aproximar de terra?” A sua confianga subia e descia confarme os eventos ocor- 
riam ou deixavam de ocorrer, e as crengas de cada um flutuavam mais ou menos dife- 
rentemente, de acordo com seus principios e seu cardter. Toda a tensio dramatica da 
viagem devia-se a essas variacdes da confianga. 


O silogismo heuristico do exemplo revela.um motivo razodvel para uma altera- 
go do nivel de confianca. Ocasionar tais alteragdes & a fungdo essencial deste tipo 
de raciocinio e esta caracter{stica fica mais bem expressa pela forma aqui apresenta- 
da do que por aquela outra que se encontra no item 2. 


O modelo geral sugerido pelo nosso exemplo pode ser assim apresentado: 
Se A for verdadeiro, entio 8 também serd verdadeiro, como sabemos. 


Ora, ocorre que 8 é verdadeiro, 


Portanto, A torna-se mais veross{mil. 


Ainda mais resumidamente: 


Se A... entéo B 
B verdadeiro 


A mais verossimil. 


Neste enunciado esquemitico, a linha horizontal substitui a palavra “portanto 
e traduz a implicagdo, 0 elo essencial que liga as premissas 4 conclusio.] 


[7. Aatureza do raciocinio plaustvel. Neste livro, estamos a tratar de uma 
questéo filoséfica. Discutimos esta questéo de um modo tao simples e informal, e 
to distanciado das formas de expressio muito complexas, quanto nos 6 possfvel, 
mas de qualquer maneira o nosso assunto é filosdfico. Ele esta relacionado com a na- 
tureza do racioc{nio heur{stico e, por extensao, com um tipo de raciocinio que ndo 
é demonstrado, embora seja importante, e ao qual chamaremos, na faita de um ter- 
mo melhor, de raciocinio plausivel. 


Os sinais que convencem o inventor de que a sua idéia 6 boa, as indicagdes que 
janas, a prova circunstencial do advagado, a prova 
indutiva do cientista, a evidéncia estatistica Invocada em muitos ¢ diversos assuntos — 
todas essas evidéncias coincidem em deis pontos essenciais, Primeiro, no apresentam 
a certeza de uma demonstracdo rigorosa. Segundo, sfo titeis a aquisigsio de novos 
conhecimentos e até indispensdveis a qualquer conhecimento que néo seja puramen- 
te matemética ou légico, a qualquer conhecimento relative ao mundo fisico. Pe- 
derfamos chamar 0 raciocinio em que se baseia este tipo de evidéncia de “heuristi- 

|, ou jutivo” ou (se desejarmos evitar espichar o significado de termos exis- 


co", 
tentes) de “racioc(nio plausivel”. Adotamos aqui esta ultima designaczo. 


nos orientam nas atividades coti 


O silogismo heuristico acima apresentado pode ser considerado o modelo de 
tacia plausivel mais simples e mais difundido. Ele nos lembra o modelo classico 
de raciocinio dedutivo, 0 chamado “modus tollens” de silogismo hipotético. Mos- 
tramus a sequir, lado a lado, esses modelos: 


Demonstrativo Heuristico 
SeA...entéo B SeA...entéos 
B talso 8 verdadeiro 
A falso A mais verossimil 


A comparagio acima pode ser instrutiva, pois ela leva & compreensdo, que dificil- 
mente seria conseguida por outros meios, da natureza do raciacinio plausfvel (heu- 
ristico, indutivo). 


Os dois modelos tem em comum a primeira premissa: 
Se A... entéo 8. 
Eles diferem na segunda premissa. As proposicdes: 


B falso B verdadeiro 


s8o exatamente opostas, mas tém uma “natureza légica semethante” e estZo no mes- 
mo “nfvel légico’’. A grande diferenca aparece depois das premissas. As conclusdes 


A falso A mais veross{mil 


estdo em diferentes niveis légicos e suas relagSes com as respectivas premissas so 
de uma netureza légica diferente. 


A conclusdo do silogismo demonstrativo é da mesma natureza légica das pre- 
missas. Além disso, a conciusdo est4 completamente expressa e se apdia plenamente 
nas premissas. Se meu vizinho e eu concordames em aceitar as premissas, ndo po- 
demos razoavelmente discordar quanto 4 aceitagéo da conclusdo, n&o importa quao 
diferentes possam ser nossos gostos ou convicgdes. 


A conclusSo do silogisma heuristico difere das premissas por sua natureza !6- 
gica: 6 mais vaga, nfo tao nitida, menos plenamente expressa. Esta conclusdo se com- 
para com uma forga: tem diregdo e grandeza. Ela nos conduz num certo sentido: 
A 3 torna mais verossimil, Tem também uma certa intensidade: A node se tornar 
muito mais verossimil ou apenas um pouco mais veross{mil, A conclusdo nao fica 
Plenamente expressa nem apoiada perfeitamente pelas premissas. A direcao é expres- 
3a € implicada nas premissas, a grandeza nao. Para qualquer pessoa razodvel, as pre- 
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missas implicam em que A se torna mais verossimil (certamente no ao contrario). 
Ne entanto, meu vizinho e eu podemos honestamente discordar em relago a quanto 
mais verossimil A se torna, pois os nossos temperamentos, a nossa formacgo e as 
nossas razGes subjetivas podem ser diferentes. 


No silogismo demonstrative, as premissas contituem toda a base em que se as- 
senta a conclusdo. Se ambas as premissas forem vdlidas, a conclusio também o sera. 
Se recebermos nova informagiio que nio altere a nossa confianga nas premissas, ela 
tampouco afetard a nossa confianga na conclusdo. 


No silogisrno heurfstico, as premissas constituem apenas uma parte da base 
em que se apéia a concluséo, a parte plenamente expressa, “visivel’ da base, mas hd 
uma outra néo expressa, invisfvel, formada por alguma outra coisa, talvez por sensa- 
ges indistintas ou por razées subjetivas. Com efeito, pode ocorrer que recebamos al- 
guma nova informagéo que deixe completamente intacta a confianca que deposita- 
mos em ambas as premissas, mas que influencie a confianga que temos em A de ma- 
neira exatamente oposta a expressa na conclusao. E até razodvel achar A mais plau- 
(vel pelas premissas do nosso silogismo heuristico. No entanto, podemos encontrar 
amanh& motivos que de modo algum interfiram com aquelas premissas, mas que fa- 
cam A_ parecer menos plaus{vel ou que até mesmo refutem completamente esta 
proposicdo. A conciusdo pode ser abalada, e até mesmo completamente demolida, 
pelas comogées das partes invisiveis da sua fundagdo, embora as premissas, as suas 
partes visiveis, permanecam perfeitamente firmes. 


Estas observagdes parecem ternar um pouco mais cornpreensfvel a natureza 
heurfstica, indutiva e outros tipos de raciocinio plausfvel ndo demonstrativo, que se 
afiguram tdo desconcertantes e indefiniveis quando encarados do ponto de vista da 
égica puramente demonstrativa. Parecem necessdrios muitos outros exemplos con- 
cretos, a consideracdo de outros tipos de silogismo heurfstico e uma investigagdo do 
conceito de probabilidade e semelhantes para completar a abordagem aqui escolhi- 
da. Para isso, ver o livro do autor intitulado Mathematics and Plausible Reasoning. | 


As razGes heuristicas séo importantes, muita embora elas nada demonstrem. 
Faz-se necessdrio clarificar as nossas razGes heur{sticas, a despeito de que, por detras 
de qualquer razdo assim clarificeda, haja muitas outras que permanecam obscuras ¢ 
sejam talvez até mais relevantes. 


Termos, antigas @ novos, que descrevem a atividade de resolver problemas sio 
muitas vezes ambiguos. A propria atividade & de todos conhecida e muito falada, 
mas, como ocorre com outras atividades mentais, é diffcil descrevé-la. Na falta de 
estudos sisteméticos, ndo ha terrhos técnicos que a descrevam e, além disso, certos 
termos semitécnicos freqiientemente contribuem para a confusao, porque sao usados 
com sentidos diferentes por diferentes autores. 
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A pequena rela¢do que segue é constituida por alguns termos novos aqui usa- 
dos e certos outros, antigos, evitados no presente livro, além de ainda outros termos, 
também antigos, mantidos a despeito de sua ambigiiidade. 


E possivel que 0 feitor fique confuso com esta discussdo terminologica, a me- 
Nes que as suas nogdes estejam bem ancoradas em exemplos. 


1. Aniéfise foi muito bem definida por PAPPUS e & um termo til, que ca- 
racteriza um processo t{pico de estabelecer um plano, a partir da incégnita {ou da 
coneluséo) e caminhando no sentide dos dados (ou da hipétese). Infelizmente, a 
palavra adquiriu muitos significados diferentes {como exemplos, andlises matemética, 
quimica, iégica) e, portanto, lastima-se ter de evitd-la no presente trabalho, 


2. Condicionante \iga a incégnita de um “problema de determinagio” acs 
respectivos dados {ver PROBLEMAS DE DETERMINAGAO, PROBLEMAS DE DEMONS- 
TRAGAO, 3). Neste sentido, é um termo claro, Util e indispensavel. Torna-se, muitas 
vezes, necessdério decompor a condicionante em partes diversas (ver DECOMPOSIGCAQ 
E RECOMBINAGAO, 7 e 8}. Ora, cada parte da condicionante é¢ também chamada 
uma condicionante. Esta ambigiidade, que as vezes se torna embaracosa, poderia ser 
facilmente remediada pela adogao de um termo técnico para designar as partes da 
condicionante inteira. Por exemplo, cada uma dessas partes seria chamada de 
“eldusula”, 


3. Hipétese designa uma parte essencial de um teorema matematico do tipo 
mais corrente (ver PROBLEMAS DE DETERMINACAO, PROBLEMAS DE DEMONSTRA. 
Ao, 4}. © termo, neste sentido, 6 perfeitamente claro ¢ satisfatério. A dificuldade 
esté em que cada parte da hipétese € também uma hipstese, de modo que a hipd- 
tese pode ser constituida por diversas hipéteses. O remédio estaria em chamar cada 
uma das partes da hipétese inteira de “cldusula” ou algo semeihante. (Comparar 
com as observacGes anteriores, a respeito de “condicionante’.) 


4. Partes principais de um problema estdo descritasem PROBLEMAS ODE ODE- 
TERMINAGAO, PROBLEMAS DE DEMONSTRACAO, 3 e 4). 


&. Problema de determinagéo, problema de demonstragéo constituem um par 
de termos novos, adotados a contragosto para substituir termas histéricos cujos sen- 
tidos ficaram, porém, irremediavelmente confusos pelo uso corrente. Nas versdes 
latinas de textos mateméticos gregos, o nome comum a ambos os tipos de problemas 
6 propositio, um “problema de determinagéo” é chamado simplesmente de problema 
eum “problema de demonstracdo”, teorema. Na linguagem matematica classica, as 
palavras proposicao, problema e teorema conservam o seu sentido “euclidiano”, 
mas tudo isso estd alterado na linguagem matemética moderna. Justifica-se, portan- 
‘to, a adogo dos novos termos. 


6. Raciacrnio progressivo foi usado com varios. sentidos por autores diversos 
com o seu antigo sentida de “sintese” (ver 8) por certos outros autores. Este Uiti- 
mo sentido é aceitavel, mas foge-se aqui do uso desta expressdo. 
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7. Racioctnio regressive foi usado com o seu antigo sentido de “andlise” por 
alguns autores {comparar 1 @ 6}. A expressdo é aceitdvel, mas foge-se aqui do seu uso. 

8. Séntese foi usada por PAPPUS com um sentido bem definido, que mere- 
ceria ser conservado, Lamenta-se, porém, evité-lo no presente livro, pelas mesmas 
razGes apresentadas para a sua contraparte “andlise” (ver 1). 


9. Sofucéo é um termo perfeitamente claro, quando tomado no seu sentido 
puramente matemético: designa qualquer objeto que satisfaca a condicionante de um 
“problema de determinagSo". Assim, as solugSes da equacéo x? — 3x +2=0 
sSo as suas rafzes, os nimeros 1 e 2. Infelizmente, a palavra tem outros significados 
com o$ quais ela é usada, até por matemiticos, ao lado do seu sentido puramente 
matematico. Solugéo pode também significar o “‘processo solucionador dos proble- 
mas” ou o “trabalho dispendido em resolver o problema"’; usamos a palavra neste 
sentido quando falamos de uma “solucdo dificil”. Salugao pode também significar o 
“resuitado” do trabalho dispendico em resolver 0 problema; podemos usar a pala- 
vra neste sentido quando falamos de uma “boa solucdo”. Ora, pode acontecer que 
tenhamos de mencionar, num mesmo periodo, o objeto que satistaz a condicionante 
do problema, o trabalho de chegar a ele e o resultado desse trabalho; se cedermos a 
tentacdo de chamar de “solugdo” as trés coisas, o perfodo poderé néo ficar muito 
claro. 


Teste dimensional é um meio bem conhecido, rapido e eficiente de verificar 
formulas geométricas ou ffsicas. 


1, Para relembrar o teste, consideremos um tronco de cone circular reto. 
Sejam 
© raio da base inferior; 
oraio da base superior; 
aaltura do tronco; 
a area da superficie lateral do tronco. 


nr> a 


Se A,r e h forem dados, S estar evidentemente determinada. Encontra- 
remos a expresso 


S=mMR +n VIR - y+ A 


& qual desejamos aplicar o teste dimensional, 


A dimensio de uma quantidade geométrica evidencia-se faciimente. Assim, 
R.r eh sSo comprimentos que, se forem medidos em centimetros, terdo a dimen- 
sdo cm. A rea S & medida em centimetros quadrados, portanto, a sua dimensao 
& om?, Quantoa 1 = 3, 14159 .., trata-se de um simples niimero; se desejarmos 
atribuir uma dimensSo a uma quantidade puramente nimerica, ela deveré ser 


em? = 1, 
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As parcelas de uma soma deverdo ter a mesma dimensdo, que seré também a 
dimensSo da soma. Assim, A,r e R + r téma mesma dimensfo, que é cm. Como 
no poderia deixar de ser, as duas parcelas (@ — 7)? e A? também téma mesma 
dimensfo, que é cm”. 


‘ A dimensdo de um praduto é 0 produto das dimensées de seus fatores ¢ are- 
gra relativa a poténcias é semelhante. Substituindo, em ambos os membros da for- 
mula testada, as quantidades pelas suas dimensGes, obtemos. 


Como se verifica, o teste ndo indica erro aigum na formula, 
Ela passou no teste. 


Para outros exemplos, ver secdo 14:e € POSSIVEL VERIFICAR 0 RESULTADO? 2. 


2. Podemos aplicar o teste dimensional ao resultado final ou aos resultados 
Intermedidrios de um problema, ao nosso trabalho ou ao trabalho dos outros {muito. 
til para procurar erros em provas de exames) e, também, a formula que relembramos 
OU a OUtras a que procuramos chegar por intui¢gdo. 


Se relembrarmos as formulas 4mr? e 4r3/3, da drea e do volume da esfera, 
mas no tivermos plena certeza de quais daquelas grandezas cada uma corresponde, 
9 teste dimensional esclaracera a diivida. 


3. teste dimensional é ainda mais importante na Fisica do que na Geome- 
tia. 

Consideremos um péndulo “simples”, isto é, um pequeno corpo pesado suspen- 
so por um fio cujo comprimento admite-sa invaridvel e cujo peso considera-se despra- 


zivel. Sejam 2 o comprimento do fio, g a aceleragSo da gravidade e T 0 periodo 
do péndulo. 


Consideragées da Mecénica mostram que 7 depende apenas de & € g. Pode- 
mos lembrar que 


T = chmgn 
em que ¢, m,n sao certas constantes numéricas. !sto é, suapomos que 7 seja propor- 
ciona! a certas poténcias de 2", 9" de Re g. 


Examinemos as dimensGes. Como 7 é& um tempo, é medido em segundos e 
a sua dimenséo & s. A dimensfo de £ 6 cm, a dimensfo de g é em+s~ eadi- 
Mensdo da constante numérica é 1. O teste dimensional fornece a equac¢do. 


1+ (om) tom -s?)" 


ou seja 


s = (em)™ +7 527, 


Ora, deveremos ter as mesmas poténcias para as unidades fundamentais cm e 
$ em ambos os membros; para isso, 6 necessério que 


0 


i 


mtn 1=-2n 
e, portanto, 


n= 


1 
2 2 


Portanto, a formula para o perfodo T deve ser da forma 


VE 


O teste dimensional 6 muito iitii neste caso, mas nao fornece tudo. Primeiro, 
nenhuma informagSo proporciona quanto ao valor da constante c (que é, na realida- 
de, 27}. Segundo, ele nada informa quando aos limites de validez: a férmula somente 
é valida para pequenas oscilagSes do péndulo e apenas aproximadamente (ela é exata 
para oscilagSes “infinitamente pequenes"). A despeito destas limitagdes, no hd du- 
vida de que o exame das dimensdes permitiu-nos prever rapidamente, e pelos meios 
mais elementares, um aspecto essencial de um resultado cujo tratamento exaustivo 
requer recursas muito mais avangados. O mesmo ccorre em muitos outros casos se- 
mefhantes. 


T= ct%g% = 


Trabalho subconsciente. Uma noite desejei falar com um amigo sobre um cer- 
to escritor, mas ndo consegui lembrar-me do seu nome. Irritei-me, pois recordave-me 
muito bem de um de seus contos. Lembrava-me, também, de um estéria sobre o 
proprio autor; em suma, recordava-me de tudo, exceto do nome. Em vdo insisti em 
relembra-lo. Na manhd seguinte, logo que pensei no aborrecimento da véspera, 0 
nome ocorreu-me sem nenhum esforco. 


E muito provavet que o leitor se recorde de alguma experiéncia propria se- 
melhante. E, se ele for um apaixonado por problemas, é provavel que jé the haja 
gcorride algo semelhante na resolucdo de problemas. Muitas vezes acontece que ndo 
se obtém nenhum sucesso com um determinado problema; tem-se muito trabalho 
sem encontrar coisa alguma. Mas quando se volta ao problema depois de descansar 
uma noite, ou apés alguns dias de intervato, surge uma idéia brilhante e chega-se 
facilmente a solugdo, Pouco importa a natureza do problema; uma palavra esqueci- 
da, uma outra dificil de um jogo de palavras cruzadas, o infcio de uma carta impor- 
tuna ou a solugdo de um problema matemético podem ocorrer dessa maneira. 
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Tais eventos dio a impressao de trabalho subconsciente. O fata é que um pro- 
blema, apés uma auséncia prolongada, pode voltar ao consciente com muito maior 
clareza, muito mais pr6ximo da sua soluco, do que quando foi deixado de lado. 
Quem 0 tornou mais claro, quem o aproximou da solucdo? Evidentemente a propria 
pessoa, que nele trabalhou subconscientemente. E dificil encontrar outra resposta, 
embora psicélogos hajam descoberto os principios de uma outra explicagdo, que po- 
der4 um dia chegar a ser mais satisfatéria. 


Tenha ou néo méritos a teoria do trabaiho subconsciente, o certo é que ndo 
devemos forgar a reflexdo consciente. Ha momentos em que melhor é deixar o pro- 
blema de lado por aigum tempo. “O travesseiro é um bom conselheiro” diz um velho 
provérbio. Dando um descanso ao prablema e a nés préprios, poderemos obter ama- 
nha resultados meihores com menas esforgo. “Se hoje ndo, amanhd talvez” diz outro 
velho ditado. Mas é conveniente nfo pdr de lado um problema, ao qua! desejamos 
voitar mais tarde, sem termos a impresséo de que ja conseguimos alguma coisa, de 
que pelo menos um pequeno ponto foi estabelecido, de que algum aspecto da ques- 
t&o ficou de certo modo elucidado, quando paramas de trabalher nele. 


Somente voltam melhorados aqueles problemas cuja resolugdo desejamos ar- 
dentemente ou para a qual temos trabalhado com grande intensidade. O esforco 
consciente e a tensdo parecem necessérios para deflagrar o trabalho subconsciente. 
De qualquer modo, tudo se passaria com grande facilidade se assim n&o fosse: pode- 
riamos resolver diffceis problemas simplesmente indo dormir ou esperando o apa- 
recimento de um idéia brithante. 


Qs antigos consideravam que um boa idéia subita era uma inspiracdo, um 
Presente dos deuses. Faz-se por merecer esse presente pelo esforco ou, pelo menos, 
por um desejo ardente. 


Trace uma figura. Ver FIGURAS. Adote uma notapdo.adequada. Vet NOTACAO. 


Utilizou todos os dados? Devido 4 mobilizagdo progressiva dos nossos conheci- 
mentos, a nossa concep¢do do problema é mais ampla no fim do que no principio 
(PROGRESSO E CONSECUCAQ, 1). Mas como isto ocorre? Tem tudo aquilo de que 
precisa? A sua concepedo é correta? Utilizou todos os dados? Utilizou toda a con- 
dicionante? As indagagdes correspondentes quando se trata de um “problema de de- 
monstracdo” é: Utilizou toda a hipdtese? 


1, Coma exemplo, veltemos ao “problema do paralelepipedo", formulado 
na sepdo 8 e retomado nas secdes 10, 12, 14, 15. Pode acontecer que ao estudante 
ocorra a idéia de calcular a diagonal de uma face, 1/2? + &7, masdaf ele nio sai. 
O professor pode auxilié-lo, perguntando: Utilizou todos os dados? © estudante nao 
pode deixar de observar que a expressio Ag + Bb? nio contém o terceiro dado, 
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¢. Portanto, ele deva por ¢ em acdo. Assim, ele term uma boa oportunidade de ob- 
servar o decisive tridngulo retangulo cujos catetos sfo Ja? + 6? @ c ecuja hipote- 
nusa é a procurada diagonal do paralelepipedo. (Para outro exemplo, ver ELEMENTOS 
AUXILIARES, 3). 

As indagacGes aqui tratadas s$o muito importantes. A sua aplicagao 4 resolugdo 
de um problema esté claramente demonstrada pelo exempio mencionado, Elas nos 
podem ajudar a encontrar o ponto fraco da nossa concep¢éo do problema. Podem, 
também, nos indicar um elemento que falta. Quando percebemos que ainda esta 
faltando um elemento, naturalmente tentamos ir buscd-lo e aproveitd-lo. Assim, 
temos um indicio, uma definida linha de ago a seguir, uma boa chance de encontrar 
a idéia decisiva. 

2. As indagagSes aqui sugeridas so dteis, ndo apenas no prepara do argumen- 
to, como também na sua verificagfo. Para sermos mais concretos, admitimos que 
temos a demonstrar um teorema cuja hipétese compée-se de trés partes, todas elas 
essenciais 4 demonstracdo. Isto é. se deixarmos de iado qualquer uma dessas partes, 
o teorema deixard de ser verdadeiro. A demonstracéo utiliza toda a hipotese? Utiliza 
a primeira parte da hipétese? Onde utiliza essa primeira parte? Onde utiliza a segun- 
da parte? Onde a terceira? Ao respondermos estas perguntas, verificamos a demons- 
tragdo. 


Este tipo de verificagdo 6 eficaz, instrutive e quase sempre necessdrio 3 perfeita 
compreensdo do argumento, se este for longo e complexo, como deverd saber © LEI- 
TOR INTELIGENTE. 


3. Estas indagagdes visam ao exame da inteireza da nossa concepcdo do pro- 
blema. Ela estar certamente incompleta se deixarmos de levar em conta qualquer 
dado ou condicionante essencial da hipétese. Mas estar também incompleta se ndo 
percebermos perfeitamente algum termo essencial, Por conseguinte, para examinar 
a nossa concepcdo, devemos indagar: Levou em conta todas as nogées essenciais en- 
volvidas pelo problema? (Ver DEFINIGOES, 7). 


4. As observagdes precedentes exigem cautela e esto sujeitas a certas limi- 
tagdes. De fato, a sua aplicagdo imediata restringe-se a problemas “perfeitamente 
enunciados” e “razodveis”. 


Um “problema de demonstragdo” perfeitamente enunciado ¢ razodvel deve 
ter todos os dados necessdrios e nenhum dado supérfluo; a sua condicionante deve 
ser exatamente suficiente, nem contraditéria nem redundante. Na resolugdo de um 
tal problema, temos de usar, evidentemente, todos os dados e toda a condicionante. 


O objeto de um “problema de demonstracdo” é um teorema matematico. Se 
0 problema for perfeitamente enunciado e razodvel, todas as cléusulas da hipétese 
do teorema serdo essenciais 4 conclusda. Para dernanstrarmos um tal teorema, tere- 
mos de utilizar cada uma das clausulas da hipétese. 


Presume-se que os problemas mateméticos apresentados nos livros tradicionais 
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estejam perfeitamente enunciados e sejam razoaveis. N&o devemos, porém, confiar 
demais nisso; se houver a mais ligeira davida, devemos indagar: E POSSIVEL SATISFA- 
ZER A CONDICIONANTE? Ao tentarmos responder a esta pergunta, ou a outra seme- 
jhante, convencemo-nos de que o nosso problema é tao bom quanto deveria ser. 


A indagagio formulada no titulo do presente artigo e outras correlatas somen- 
te- podem e devern ser feitas sem modificagSes quando soubermos que o problema 
qué se apresenta & razodvel ¢ osté perfeitamente enunciado ou quando, pelo menos, 
no tivermos motivos para suspeitar do contrério. 


5. Certos problemas néo-mateméticos podem, num certo sentido, ser “per- 
feitamente enunciados". Por exemplo, admite-se que os bons problemas de xadrez 
$6 tenham uma solugdo, que ndo haja no tabuleiro qualquer peca supérflua etc. 


Os PROBLEMAS PRATICOS, no cntanto, estdo longe de ser perfeitamente enun- 
ciados e exigem uma completa reconsideragdo das questdes aqui apresentadas. 


Variaggo do problema. Um inseto (como ja foi antes mencionado} procura 
escapar através da vidraca, ensaia muitas vezes a mesma coisa impossivel e nao tenta 
a janela préxima, por onde entrou na sala, que continua aberta. Um camundongo 
pode agir com mais intetigéncia: preso na ratoeira, ele procura escapar espremendo-se 
por entre duas barras, em seguida pelas duas barras adjacentes, depois por outras bar- 
ras, Ele varia, as tentativas, explora varias possibilidades, Um homem € ou deveria 
ser, capaz de variar as tentativas com maior inteligéncia, de explorar as varias possi- 
bilidades com maior compreensdo, de aprender pelos seus erros e deficiéncias. “Con- 
tinue a tentar” é 0 consetho popular. E um bom consetho. O inseto, a camundongo, 
© homem seguem-no. Mas se um deles o observa com mais sucesso do que os outros, 
€ porque ele procura variar o seu problema com mais inteligéncia. 


1. Ao fim do nosso trabalho, quando chegamos a resclugdo, a nossa concepgdo 
do problema encontra-se mais completa e mais adequada do que estava no comeco. 
Se desejamos passar da concepeao inicial para uma outra mais adequada, melhor 
adaptada, devemos tentar diversos lados e encarar o problema sob diferentes pontos 
de vista. 

O sucesso na resolucdo depende da escotha do aspecte certo, de atacar a for- 
taleza pelo lado mais vulnerdvel. Para determinar o aspecto certo, o lado mais aces- 
sivel, tentamos a variacdo do problema. 


2. A variagdo do problema é essencial e este fato pode ser explicado de varias 
maneiras. Assim, sob um certo panto de vista, 0 progresso na resolucdo do problema 
aparece como a mobilizagdo e a organizacdo de conhecimentos adquiridas anterior- 
mente. Temos de extrair certos elementos da nossa meméria e utilizd-los na resolu- 
g§o. Ora, a varia¢do do problema nos auxilia a extrair esses elementos. Mas como? 


Lembramo-nos das coisas por uma espécie de “acdo de contato”, que se chama 
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“associaggo mental”: aquilo que temos agora em mente tende a nos lembrar aquilo 
outro com que esteve em contato em ocasizo anterior (Ndo hé aqui nem necessida- 
de de formular mais claramente a teoria da associagao, nem tampouco de discutir 
as suas limitacdes). Pela veriagdo do problema, relembramos novos aspectos e, assim, 
criamos novas possibilidades de contratar elementos relevantes ao problema. 


3. No podemos esperar resolver um problema sério sem uma concentracao 
intensa. Mas facilmente cansamosse cancentramos intensamente a atencdo num mesmo 
ponto. Para manté-la viva, o objeto ao qual ela se dirige deve variar continuamente. 


Se nosso trabalho progride, ha algo a fazer, novos pontos a examinar, a atengdio 
fica ocupada, o interesse se mantém. Mas se deixarmos de progredir, a atencado 
vacila, o interesse definha e surge o risco da perda tota! do problema, Para escapar 
deste risco, temos de nos propor uma nova indagacéo sobre o problema. 


A nova indagacdo descortina outras possibilidades de contato com os nossos 
conhecimentos prévios e faz reviver a esperanca do estabelecimento de contatos titeis. 
Ela conquista o interesse pela variagdo do problema, pot revelar algum novo aspecto 
do mesmo. 


4. Exemplo. Calcular o volume do cone de uma piramide de base quadrada, 
sendo dados 0 lado da base inferior, 2, 0 lado da base superior, 6, e¢ a altura, A, 
do tronco. 


Este problema pode ser apresentado a qualquer turma que conhega as formulas 
que fornecem os volumes do prisma e da piramide. Se os alunos ndo aparecerem com 
alguma idéia propria, o professor podera comecar peta varia¢da dos dados do proble- 
ma, Comecgamos por um tronco em que a > 6. O que ocorre quando 6 cresce 
até igualar-se a a? O tronco transforma-se num prisma cujo volume é 27h. O que 
ocorre quando 6 decresce até tornar-se igual a 0? O tronco transforma-se numa pira- 
mide cujo volume é a? A/3. 


Esta variag3o dos dados contribui, primeiro que tudo, para o interesse do pro- 
blema. Depois, pode nos sugerir, de uma maneira ou de outra, a utilizagdo dos dados 
acima indicados, relativos a0 prisma e a pirémide. De qualquer modo, teremos en- 
contrado propriedades definidas do resultado procurado: a formula final deverd ser 
tal que se reduza.a a7 quando b = a ea a7 A/3 quando b = 0. E muito bom 
Prever as propriedades do resultado que procuramos atingir, pois elas nos proporcio- 
nam valiosas indicagdes e, de qualquer modo, quando chegarmos a férmula final 
teremos elementos pata test4-la. Terernos assim, por antecipacéo, uma resposta a 
indagacfo: E POSSIVEL VERIFICAR O RESULTADO? (Ver, neste artigo, o item 2.) 


5. £xemplo. Tracar um trapézio sendo dados os seus quatro lados, @, 5, ce d. 


Sejam 2 a base inferior e ¢ a base superior; 2 e ¢ so paratelas porém de- 
siguais, mas 6 e d no so paralelas, Se nd ocorrer nenhuma outra idéia, padere- 
mos comecar pela variacéio des dados. 
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Principiamos com o trapézio, em que a > ¢. O que acorre quando ¢ decres- 
ce até igualar-se a 0? O trapézio degenera num triangulo. Ora, o trianguto é uma fi- 
gura simples e bem conhecida, que podemos tracar a partir de dados varios. Hé uma 
certa vantagem em introduzir esse triangulo na figura. Basta, para isto, tracar uma 
86 linha, a diagonal do trapézio (figura 29). Ao examinarmos o triangulo, verificamos, 
=porém, que ele tem pouca utilidade: conhecemas dois dos seus lados, 2 @ d, mas 
precisamos de tras dados. 


a 
Figura 29 


Facamos outra tentativa. O que acontece quando ¢ cresce até tornar-se igual 
a a? O trapézio transforma-se num paralelogramo. E possivel utilizé-lo? Um ligeiro 
exame (figura 30} dirige a nossa atengao para o triangulo acrescentado ao trapé- 
zio original quando tragamos o paralelogramo. Este tridngulo traca-se facilmente: co- 
nhecemos os trés dados, os trés lados b,d e a — ¢. 


Figura 30 


Pela variacdo do prablema original (o tracado do trapézio), chegamos a um pro- 
blema mais acessivel (o tracado de um triangulo). Utilizando o resultado do proble- 
ma auxiliar, resolvemos facilmente o nosso problema original (temos de completar 
© paralelogramo). 


Este exempio é tipico. O fracasso do outro exemplo, o primeiro, também o 6. 
Reexaminando este, podemos verificar que a primeira tentativa nao foi téo inutil, 
160 


pois nos proporcionau alguma idéia. Em particular, deu-nos uma oportunidade de 
pensar em tracar um triangulo como um meio de atingir o objetivo. Com efeite, che- 
gamos 4 bem sucedida segunda tentativa pela modificagao da primeira, que foi infru- 
tffera. Variamos ¢, primeiro aumentado-o e, em seguida, diminuindo-o. 


6. Camo no exempilo precedente, temos muitas vezes de tentar diversas mo- 
dificagSes do problema. Temos de varia-lo, de reformuld-lo, de transformé-lo repe- 
tidamente até conseguirmos, finalmente, encontrar alguma coisa de Util. Podemos 
aprender pelos nossos fracassos: & possivel surgir uma boa idéia num ensaio fracas- 
sado e, assim, podemos chegar a uma tentativa bem sucedida pela modificagdo de 
uma outra que foi infrutifera. 


7. Ha certos modos tipicos de variagdo do problema que sao particularmente 
Uteis, tais como a volta 4s DEFINICGES, 4 DECOMPOSICAO E RECOMPOSICAO, a intro- 
dugdo de ELEMENTOS AUXILIARES, a GENERALIZAGAO, a PARTICULARIZAGAO e a 
utilizagdo da ANALOGIA. 


8. © que hd pouco dissemos (no item 3) acerca de indagacdes novas capazes 
de recuperar o interesse, é importante para a boa utilizagdo da nossa lista. 


O professor pode utilizar essa lista para ajudar os seus alunos. Se estes proari- 
dem, no necessitam de auxilio e o professor nao Ihes deve fazer qualquer pergunta, 
mas sim deixa-los trabalhar sozinhos, o que é, obviamente, muito melhor para a sua 
independéncia. O professor deve, evidentemente, tentar encontrar alguma questdo 
adequada ou sugestSes que possam auxiliar os alunos, quando estes ndo conseguirem 
ir adiante, porque ai hé o risco de que o estudante se canse e abandone 0 problema 
ou perca o interesse e cometa erros tolos come resultado da indiferenga. 


Podemos utilizar a Sista na resolu¢do dos nossos préprios problemas. Para o fa- 
zermos adequadamente, procedemos como no caso anterior, Quando o nosso progres- 
50 é satisfatério, quando novas observacdes surgem espontaneamente, seria simples- 
mente uma estupidez prejudicar esse avanco espontaneo com indagacSes extempora- 
neas. Mas quando 0 progresso fica bloqueado, quando nada nos ocorre, corremos 0 
risco de cansar do problema. Entéo é tempo de pensar numa idéia geral que nos 
possa ser de utilidade, em indagagdes ou sugestSes da lista que possam ser apropria- 
das ac caso. Qualquer quest&o que tenha possibilidade de mostrar um novo aspecto 
do problema seré bem-vinda: ela poder reconquistar o interesse e, assim, manter-nas 
a trabalhar e a pensar. 
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Parte 4 
Problemas, indicagdes, Solucdes 


—SSEE eee 


Esta parte final oferece aa leitor oportunidades de praticar, 


Os problemas nZo exigem outros conhecimentos preliminares além dos adquiri- 
dos num bom curso de 29 grau. No entanto, néo so ficeis demais nem constituem 
simples problemas rotineiros. Alguns deles exigern originalidade e engenho.~ 


As indicapdes conduzem 4 solugdo, na maioria das vezes, pela citag3o de uma 
frase adequada da lista. Para um leitor muito atento, pronto a aproveitar sugestdes, 
elas poderdo revelar a idéia-chave da sclucdo. 


As solugdes mostram ndo somente a resposta como também o procedimento 
que a elas conduz, muito embora, naturalmente, 0 leitar tenha de contribuir com al- 
guns pormenores. Certas solugdes procuram descortinar uma perspectiva ampla por 
meio de umas poucas palavras finais. 


O leitor que haja sinceramente tentado resolver o problerna tem a melhor pro- 
babilidade de tirar vantagens da indicacdo e da solugao. Se ele chegar ao resultado por 
seus préprios meios, tera aprendido alguma coisa peta comparagdo do seu método 
com o apresentado no livro. Se, apds um esforco sério, ficar inclinado a desistir, a in- 
dicacgdo poderé fornecer-Ihe a idéia que Ihe falta. Se nam mesmo a indicagao servir-Ihe 
de ajuda, ele poderé olhar a solucao, procurar isoiar a idéia-chave, pér de lado o livro 
@, entSo, tentar resolver o problema sozinho. 


*Exceto quanto ao Problema 1 (bem conhecido, mes muito curioso), todos os outros 280. 
axtraidas de Exames Compatitivos de Matemética, da Universidade Stanford, com algumas pe- 
quenes altera¢ées. Alguns das problemas foram publicados no The American Mathematical Monty 
fou no The Californis Mathematics Council Bulletin. Neste Gime poriédico, foram também 
publicadas, pelo autor, algumas das solugdes, que aqai aperecem com as necessiries edaptecdes. 


PROBLEMAS 


1, Um urso parte do ponto P e percorre um quildmetro no sentido sul. Em 
seguida, muda de rumo e anda um quildmetro no sentido leste. Finalmente, muda 
outra vez de ruma, percorre um quilémetro no sentido norte e chega exatamente ao 
ponto de partida, Qual ¢ a cor do urso? 


2. Roberto deseja adquirir um lote de terreno, rigorosamente plana e nive- 
lado, limitado por quatre linhas, Deis dos limites deverdo ficar exatamente na direggo 
norte-sul ¢ os dois autros, na direcdo leste-oeste. Cada uma da linhas-limite devera 
medir exatamente 100 metros. Seré possivel encontrar um lote com estas caracte- 
risticas no estado do Parané? 


3. Roberto tem 10 bolsos e 44 moedas. Ele quer colacar as moedas nos bol- 
sos, mas de tal maneira distribu(das que em cada bolso fique um numero diferente 
de moedas. Seré possivel consegul-lo? 


4. Para numerar as paginas de um grosso volume, o tipégrafo utilizou 2.989 
algarismos. Quantas paginas tem o volume? 


5. Entre os papéis do vové foi encontrado um recibo: 
72 perus $-67,9— 


O primeiro e o ultimo algerismos do numero, que evidentemente representava o pre- 
G0 total das aves, aparecem aqui substitu/dos por espagos em branco porque se apa- 
garam e estdo ilegiveis. 


Quais serfo os algarismos apagados e qual era o prego de um peru? 


6. S¥o dados um hexdgono regutar e um panto situado no seu plano. Tracar 
uma reta que passe pelo ponte dado e divida o hexdégono dado em duas partes de dreas 


iguais. 
7. E dado um quadrado. Determinar o lugar geométrico dos pontos dos quais 


© quadrado é visto sob um Angulo (a) de 90°; (b) de 45°. (Seja P um ponto situado 
fora do quadrado mas no mesmo plano deste. O menor 4ngulo com vértice em P que 
contenha o quadrado é 0 “angulo sob o qual o quadrado é visto” de ?.) Tragar cuida- 
dosamente ambos os lugares geométricos e descrevé-los completamente. 


8. Chama-se “eixo” de um sélido uma reta que liga dois pontos da sua super- 
ficie ¢ tat que o sélido, girando em torno dessa linha, em um Angulo superior a 0” e 
inferior 2 360°, coincida com ele mesmo. 


Determinar os eixos de um cube. Descrever claramente a localizacdo desses ei- 
xos e calcular o Angulo de rotacéo de cada um deles. Admitindo que a aresta do cubo 
tem comprimento unitério, calcular a média aritmética dos comprimentos dos eixos. 

9. Num tetraedro (ndo necessariamente regular}, duas arestas opostas tem 0 
mesmo comprimento a ¢ so perpendiculares entre si, Além disso, cada uma delas 6 
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Perpendicular 2 uma linha de comprimento & que liga os seus pontos médios, Expri- 
mir 0 volume do tetraedro em fungéo da a e b e demonstrar a resposta, 

10. Numa pirémide, 0 vértice oposto a base 6 chamado “pice”. (a) Chamemos 
uma piramide de “isésceles’ se o seu Apice estiver 4 mesma distincia de todos os vér- 
tices da base. Adotando esta definigfo, demonstrar que 2 base de uma pirdmide isos- 
celes est4 inserita num-circulo cujo centro 6 o pé da altura da pirémide. 


(b) Chamemos agora de “‘iséscelas” uma piramide cujo vértice estiver 4 mesma 
dist8ncia (perpendicular) de todos os lados da base. Adotando esta definigo (diferen- 
te da anterior), demonstrar que a base de uma pirai 
um circulo cujo centro é o pé da altura da piramide. 


isOsceles estd circunscrita a 


11. Calcular os valores de x, y, u @ v que satisfazem o sistema de quatro 
equagdes 


x + Ty + 3v + Su 16 
8x + 4y + Gv + 2u —16 
2x + 6y + 4v + Bu = 16 
Bx + 3y + Jv + uw = —-16 


(Parece demorado e enfadonho: procure um atalho.} 


12. Roberto, Pedro, e Paulo viajam juntos. Pedro e Paulo sfo bons andarithos: 
cada um deles percorre a pé p quilémetros por hora. Roberto est4 com um pé ma- 
chucado e dirige um pequeno carro com capacidade para duas pessoas, mas nda trés; 
© carro percorre ¢ quilémetros por hora. Os trés amigos adotaram o sequinte esque- 
ma: todos partem no mesmo momento, Paulo no carro com Roberto e Pedro a pé. 
Depois de certo tempo, Paulo saita do carro e passa a andar, enquanto Roberto vol- 
ta para apanher Pedro. Estes dois entdo viajam no carro até aleancar Paulo. Neste 
ponto eles trocam: Paula passa para o carro e Pedro vai 2 pé, exatamente como come- 
garam a viagem. Todo o processo & repetido quantas vezes se fizerem necessdrias. 


(a) Quanto percorre, em quilémetros por hora,o grupo? 


(b) Que fracdo do tempo de viagem o carro viaja com uma sé pessoa? 
(c} Verifique os casos extremos de p = 0 @ p = 


13, Trés nimeros esto em progressdo aritmética e trés outros em progressdo 
geométrica, Somando-se sucessivamente os termos correspondentes dessas duas pro- 
gress&es, obtém-se 


85, 76 © 84 
respectivamente, ¢ somando-se todos os trés termos da progressio aritmética, obtém- 


se 126. Caicular os termos de ambas as progressdes. 
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14, Determinar para m um valor tal que a equagdo em x 
xt — (8m + 2x? +m = 0 


tenha quatro ralzes reais em progressdo aritmética. 


15. O comprimento do perfmetro de um trianguio retangulo é 60 centimetros 
e a altura relativa 4 hipotenusa é 12 centimetros. Caicular os lados desse triangulo. 

16. Do pico de uma montanha divisam-se dois pontos, A e B As linhasde 
visada para estes pontos fazem o &ngulo y. As inclinagdes dessas tinhas de visada, 
em relacdo a um plano horizontal, sio @ e@ 8, respectivamente. Sabe-se que os pon- 
tos A e 8 esto no mesmo nivel e que a distancia entre eles é c. 

Expressar a altura x do pico, acima do nivel comuma A e 8, em fungdo de 
dois dngulos, a e 8, edadistancia c. 


17, Observando-se que 0 valor de 


1,2,34 4 * 
a 3h! (a + 1p 


€ 1/2, 5/6, 23/24 para n = 1, 2,3, respectivamente, inferir a lei geral (pela 
observacao de outros valores, se necessério) e demonstrar a inferéncia. 


18. Considerar a tabela 


1 me 

30+ §& = 8 

7+ 9 + = 27 

130+ «15 + 17 + 19 = 64 
21 + 23 + 2 + 27 + 29 = 125 


Inferir a lei gerat sugerida por estes exemplos, expressa-la numa notagdo matematica 
adequada e demonstré-la. 


19. © ado de um hex4gono regular tem o comprimento a (n é um nimero in- 
teiro). Por paralelas eqiidistantes a seus lados, o hexdgono é divididoem 7 triangu- 
los eqiiil4teras, todos estes com lados de comprimento unitario. Sejam V o namero 
de vértices que aparecem na divisio e £ ao numero de linhas de comprimento unité- 
rio, (uma linha-limite pertance a um ou dois tridngulos, um vértice a dois ou mais 
triangutos.) Quando n = 1, que éo caso mais simples, T = 6, V = 7, L = 12. 
Considerar 0 caso geral e expressar 7, V, £ em fungSo de n. (Supor é bom, mas 
demonstrar é melhor.) 
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20. De quantas maneiras seré poss{vel trocar um délar? (A “‘maneira de trocar” 
ficaré determinada quando se souber quantas das moedas divisiondrias do délar — que 
sdo 1 centavo, 5 centavos, 10 centavos, 25 centavos e 50 centavos — so utilizadas.} 


INDICAGOES 


1. Quaf 4 @ incdgnita? A cor do urso — mas como determinar a cor de um 
urso a partir de dados matemiaticos? Quais sdo os dados? Uma situacdo geométrica 
~ mas ela parece contraditéria: como poderia o urso, depois de percorrer trés quild- 
metros, na forma descrita, voltar ao ponto de partida? 


2. Conhece um problema correlato? 


3. Se Roberto tivesse muitas moedas, naturalmente nao teria nenhuma difi- 
culdade em colocar nos bolsos moedas em niimeros diferentes. £ poss/vel reformular 
0 problema? Qual o menor numero de moedas que pode ser colocado nos 10 bolsos, 
de modo que nio fiquem dois bolsos com 0 mesmo nimero de moedas? 


4. Eis um problema correlato: Se o livro contiver 9 paginas numeradas, qual- 
tos algarismos utilizara 0 tipégrato? (9, é claro). Eis um outro problema correlato; se 
o livro contiver exatamente 99 pdginas numeradas, quantos algarismos utilizaré o 
tipografo? 


5. E possivel reformuler 0 problema? Quais sero os dois algarismos apaga- 
dos se o prego total, expresso em centavos, é divisvel por 72? 


6. £ possfvel imaginar um problema correlato mais acessivel? Um problema 
mais genérico? Um problema andlogo? {GENERALIZACAQ, 2.) 


7. Conhece um problema correlato? O lugar geométrica dos pontos dos quais 
um dado segmento de reta & visto sob urn dado 4ngulo é compasto de dois arcos cir- 
culares cujas extremidades coincidem com as extremidades do segmento e que so 
simétricas em relag&o ao segmento, 


8. Presumo que o leitor conhega bem o formato do cubo e tenha encontrado 
alguns eixos por simples inspec¢aéo — mas serdo esses todas as eixos? Pode demonstrar 
que a sua relacdo de eixos é exaustiva? A sua relacdo é baseada num clare principio 
de classificagda? 


9. Considere a incdgnita! A incdgnita € 0 valume do tetraedro — sim, sei que 
9 volume de qualquer piramide pode ser calculado quando séo dadas a base e a altura 
(6 0 produto de ambas, dividido por 3), mas no caso presente ndo é dada a base, 
nem a altura. & poss/vel imaginar um problema mais acessivel? (Nao vé um tetrae- 
dro mais acess{vel, que seja uma parte alfquota do tetraedro dada?) 


10. Conhece um teorema correlato? Conhece um teorema andioge ... mais 
simples ... correlato? Sim: o pé da altura é 0 ponto médie da base de um triangulo 
iséscoles. Eis um teorema correlate e j4 antes demonstrado, E possivel utilizar ..- 
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6 seu método? O teorema relativo ao tridngulo isésceles é demonstrado a partir de 
triangulos congruentes nos quais a altura é um lado comum. 


11, Presume-se que o leitor tenha conhecimento sobre sistemas de equacdes 
lineares. Para resolver um tal sistema, temos de combinar as suas equagGes de alguma 
manelra: procure as relacdes que existam entre as equagdes ¢ que possam indicar uma 
combina¢ao particularmente vantajosa. 


12. Separe as diversas partes de condicionante. E posstvel anoté-las?_ Entre 
© ponte de partida e 0 panto em que os trés amigos voltam a se encontrar ha trés 
diferentes fases: 


(1) Roberto vai com Paulo 
(2) Roberto voita sozinho 
(3) Roberto vai com Pedro. 


Chamemos f,, ta € ts a durac8o destas trés fases, respectivamente. Como seria 
poss(vel decompor a condicionante em partes apropriadas? 


143. Separe as diversas partes da candicionante. E posstvel anotd-las? Sejam 
a-d, 4, atd 
0s termos da progressdo aritmética ¢ 
bg", 4, bg 


os termos da progressdo geométrica 


44. Qual é a condicionante? As quatro ra(zes devem formar uma progresso 
aritmética. No entanto, a equagdo apresenta uma peculiaridade : somente contém po- 


tancias pares da incognita x. Portanto, se a for uma raiz,-a também o ser. . 


15. Separe as diversas partes dz condicionante. E possivel anoté-las? Pode- 
mos distinguir trés partes na condicionante, referentes a 


(1) perfmetro 
{2} trianguio retingulo 
{3) altura relativa ¥ hipotenusa. 


16. Separe as diversas partes da condicionante. E possivel anotélas? Sejam 
a e b os comprimentos {incégnitas) das linhas de visada, a e 8 as suas respectivas 
inclinagdes em relacdo ao plano horizontal. Podemos distinguir trés partes na condi- 
cionante, referentes a 

(1) inclinagéo de ¢ 

(2) inclinagSo de b 

(3) triangulo de lados 2, 6 e ¢. 
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17. Reconhece os denominadores 2, 6, 24? Conhece um problema correlato? 
Um problema andlogo? (INDUGAQ E INDUCAO MATEMATICA.} 


18 A descoberta por indugo exige a observacdo. Observe os segundos mem- 
bros, os termos iniciais e finais dos primeiros membros. Qual é a lei geral? 


19. Trace uma figura. A observacéo da figura pode ajudé-lo a descobrir, indu- 
tivamente, a lei geral ou pode conduzi-lo as relagSes que existem entre T, V, L en. 


20. Qual é @ incdgnite? Que se deve procurar? Até mesmo o objetivo do pro- 
blema pode precisar de algum esclarecimento. £ possivel imaginar um problema cor- 
relato mais acessivel? Um problema mais genérico? Um problema andlogo? Eis um 
problema andlogo mujto simples: de quantas maneiras pode-se pagar a quantia de um 
cantave? (Ha apenas uma maneira.) Eis um problema mais geral: de quantas manei- 
ras pode-se pagar a quantia de 1 centavos com os cinco tipos de moedas, de 1 centa- 
vo, de 5 centavos, de 10 centavos, de 25 centavos e de 50 centavos? Estamos especial- 
mente interessados no caso particular de n = 100. 


Nos casos particulares mais simples, para pequenos valores de m podemos 
imaginar a resposta sern necessidade de qualquer métode complexo, so por tentativas, 
Por inspecdo. Aqui esté uma pequena tabela, que o leitor deverd verificar: 


A primeira linha mostra as quantias a pagar, genericamente chamadas de a. 

A segunda linha mostra as correspondentes “‘maneiras de pagar”, genericamente 
chamadas de Ey (A raz&o da escotha desta notagdo é segredo meu, que ainda n3o 
desejo revelar.) 


Estamos especialmente interessados em £159, mas h4 poucas esperancas de 
que possamos calcular F:o9 sem um método claro, Com efeito, o presente proble- 


ma exige do leitor um pouco mais que os anteriores; 6 preciso criar uma pequena 
teoria, 


A nossa questdo 6 genérica (calcular £, para um n geral, mas é “‘isolada”. 
E possivel imaginar um problema correlato mais acessivel? Um problema andlogo? 
Eis um problema anélogo muito simpies: determinar A,,, o ndimero de maneiras de 
pagar a quantia de @ centavos, utilizando apenas moedas de 1 centavo. (A, = 1) 


SOLUGOES 


1. Est4 pensando que o urse é branco e que o ponto FP 6 0 polo Norte? 
£ possivel demonstrar que isto € certo? Como ficara mais ou menos entendido, 
idealizamos @ questéo. Consideramos 0 globo terrestre como uma esfera perfeita e 0 
ufso como um ponto material mével. Este ponto, deslocando-se para o sul ou para o 
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norte, descreve um arco de meridiano e descreve um arco de parafefo quando se des- 
loca para leste, Temos dois casos a distinguir. 


(1). Se o urso retorna ao ponto P segundo um meridiano diferente daquele 
que seguiu quando deixou P, P é necessariamente o pélo norte. De fato, o tinico ou- 
tre ponto do globo em que dois meridianos se encontram 6 0 pélo sul, mas 0 urso 
somente poderia deixar este ponto deslocando-se para o norte. 

(2) © urso poderia voltar ao ponte P pelo mesmo meridiano segundo o qual 
deixasse P se, ao percorrer um quilémetro no rumo leste, ele descrevesse um para- 
lelon vezes, podendo n ser 1, 2,3 
ponto situado sobre um paralelo proximo do pdlo sul {e cujo perfmetro, em quilé- 
metros,seria ligeiramente inferior a 21 + Tin}. 


Neste caso, ? ndo seria o pOlo norte, mas um 


2. Representamos o globo terrestre da mesma maneira que no Problema 1. 
O terreno que Roberto procura é limitado por dois meridianos e dois, paralelos. 
Imaginem-se dois meridianos fixos e um paralelo que se afasta do equador: 0 arco 
do paralelo mével, interceptado pelos dois meridianos fixos, vai-se encurtando pro- 
gressivamente. O centro do terreno que Roberto procura sé poderd estar situado so- 
bre o equador; portanto, ele ndo poderd o encontrar no Parané. 


3. O menor ndmero possivel de moedas num bolso sera, evidentemente, 0. 
© maior namero seguinte seré pelo manos 1, 0 maior ndmero seguinte, pelo menos 
2... € © numero de moedas no ultimo (décimo] belse seré pelo menos 9, Portanto, o 
niimero mfnimo de moedas sera 


O+r1+ 2+ 34 ..+ 9 = 45 


Roberto nao vai conseguir: ele sé tem 44 moedas. 


4. Umvolume de 999 paginas numeradas precisa de 
9 + (2 x 90) + (3 « 900) 2 889 
algarismnos. Se 0 grosse volume em questéo contiver x paginas 


2889 + 4(x — 999) = 2989 
x = 1024. 


Este problema nos ensina que uma estimativa preliminar da incégnita pode ser dati! 
{ou mesmo necessdria, como no caso presente). 


5. Se _679_ é divisivel por 72, ele o é tanto por 8 como por 9. Se é divisi- 
vel por 8, o nimero 79_ deve ser divisivel por 8 { pois 1000 é divis(vel por 8) e, assim, 
79_ tem de ser 792: o Ultimo algarismo apagado ¢ 2. Se _6792 6 divisivel por 9, a 
soma de seus algarismos deve ser divisivel por 9 (regra dos “noves fora”) e, portanto, 
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© primeiro algarismo apagado deve ser 3. O preco de um peru era (no tempo do 
vovd) $ 367,92 + 72 = $5,11. 


6. “Um ponto e uma figura com centro de simetria (num mesmo piano) sio 
dados pelas suas posic¢des. Determinar uma reta que passe pelo ponto dado e seja bis- 
setriz da area da figura dada. “A reta pedida passa, naturalmente, pelo centro de si- 
metria,” Ver PARADOXO DA INVENCAO, 


7, Qualquer que seja a posi¢ao, os dois !ades do Angulo tém de passar por 
dois vértices do quadrado. Como passam pelo mesmo par de vértices, o vértice do 
Angulo desloca-se segundo um mesmo arco de cfrculo (de acordo com o teorema 
que fundamenta a indicacao). Portanto, cada um dos dois lugares geométricos pedi- 
dos é composto por diversos arcos de circulo: por 4 semicfreulos no caso fa) e por 
8 quadrantes no caso (b); ver figura 31. 


Figura 31 


8. O eixo trespassa a superficie do cubo num certo ponto que ou é um vérti- 
ce do cubo, ou fica sobre uma aresta, au no interior de uma face. Se o eixo passa 
por uma aresta (mas ndo pelos seus extramos) esse ponto & o ponto médio, pois 
do contrério a aresta nao coincidiria com ela propria aps a rota¢Zo. De modo seme- 
Ihante, um eixo que perfura o interior de ume face deve passar pelo seu centro. Qual- 
quer eixo deve passar, evidentemente, pelo centro do cubo. Hé4, portant, eixos de 
trés tipos: 
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{1) 4 eixos, cade um passando por dois vértices opostos; angulos de 120° e 
240°; 

(2) 6 eixos, cada um passando pelos pontos médios de duas arestas apostas; 
Angulos de 180°; 

(3) 3 eixos, cada um passando pelo centro de duas faces opastas; anguios de 
90%, 180° e 270°. 

Para 0 comprimento de cada eixo do primeiro tipo, ver seco 12; os outros so 
ainda mais faceis de calcular. A média procurada é 


4v3 + 6V2 + 3 uae. 
13 


{Este problema é ‘itil no estudo da Cristalografia. O leitor’ que tenha bons conheci- 
mentos do Célculo Integral poderé observar que a média calculada constitui uma 
aproximagao razoavel para a “largura média”’ do cubo, que na realidede € 3/2 = 1,5.) 


9. 0 plano que passa por uma aresta de comprimento a e pela perpendicu- 
lar de comprimento 6 divide o tetraedro em dois outros tetraedros mais acess/veis, 
cada um dos quais tem por base ab/2 e por altura 2/2. Portanto, o volume procu- 
rado 


b 2b 
ae2xe—xZy2 12? 


3 2 2 6 

10, A base da pirémide é um polfgono de 7 lados, No caso (a), as m ares- 
tas laterais da piramide so iguais; no caso (b), as alturas (tracadas a partir do Apice} 
das n faces laterais sSo iguais. Se tragarmos a altura da pirdmide e ligarmos 0 seu pé 
aos a vértices da base no caso (a), mas aos pés das alturas das n faces laterais 
no caso (b), obteremos, em ambos os casos, n tridngulos retéingulos dos quais a altu- 
ra (da piramide) & um lado comum: posso afirmar que esses 7 triangulos reténgulos 
so congruentes. De fato, a hipotenusa [uma aresta lateral no caso {a), a altura le- 
teral no caso (b}] tem o mesmo comprimento em ambos, de acordo com as defini- 
gdes propostas no enunciado do problema; apenas acrescentamos que um outro lado 
{a altura da piramide} e um angulo {reto) séo comuns a todos. Nos 7 triéngulos con- 
Qruentes, os terceiros lados devem também ser iguais; eles sdo tragados a partir do 
mesmo ponto (0 pé da altura) no mesmo plano (o da base). Além disso, formam 7 
raios de um circulo circunscrito a, ov inscrito na, base da piramide, respectivamente 
fos casos (a) e (b}. [No caso (b), resta, porém, a demonstrar que os 4 raios men 
cionados séo perpendiculares aos respectivos lados da base; isto se deduz de um co- 
nhecido teorema da Geometria Espacial, relative a projecdes. ] 


11, Observe-se que a relagdo existente entre a primeira equagdo e a ultima 6 
semethante a que existe entre a segunda e a terceira: os coeficientes dos termos do 


primeiro membro sfo os mesmos, mas na ordem inversa, enquanto que os do se- 
qundo membro sfo opostos, Somando a primeira equaggo a ditima e 2 segunda 
& terceira: 


6 tu) + 10ly + vw) 
Wie + up + 1 + HX 


fo 


Este resultado pode sar considerado como um sistema de duas equagGes lineares a 
duas incégnitas, x + u ¢ y + v, que facilmente fornece 


Substituindo uw por —x ev por —y nas duas primeiras equagSes do sistema ori- 
ginal encontramos 


cS 


ac + 
& - ¢ = -16. 


Este sistema simples fornece 


12. Entre o ponto de partida ¢ © ponto de encontro, os trés amigos percorre- 
ram a mesma distancia. (Lembre-se: distancia = valocidade x tempo.) 
Distinguimos duas partes na condicionante: 


Roberto percorreu a mesma disténcia que Paulo: 
ct; — ety + cty = ct, + ptr + pts, 
Paulo percorreu a mesma distancia que Pedro; 
ct, + pt, + pts = pt, + pty + ety. 
A segunda equacao fornece 
fe — p)t, = (¢ — phts. 


Admitimos, 6 claro, que 0 carro é mais rapido que um pedestre, portanto ¢ > Pp. 
Donde 


173 


isto €, Pedro anda tanto quanto Paulo. De primeira equaco, concluimos que 


ts _ ctp 


% o-p 


que @, evidentemente, também o valor de t, / tz. Daf obtemos as respostas 


elt) —t +t) _ ele + 3p) 


jab 
( th tt + ts Se +p 
ty ¢€-p 
bh ae Ee 
t, + t, + ts 3e + p 


(ec) De fato,0 <p <_ e. Ha dois casos extremos: 


Se p = 0, a) fornece c/3 € {b) fornece 1/3 
Se p 


c, fa) fornece ¢ e {b} fornece 0. 


Estes resultados sao faceis de verificar sem 0 aux lio de célculos. 


13. A condicionamte é facilmente decomposta em quatro partes, e expressas 


pelas quatro equacdes 
a@—d+ bg) = 35 


ato = 76 
ata+t+obg = & 
3a = 126. 


Da Gitima equacao extrai-se a = 42, edasegunda b = 34. Somando-se as duas 
equacées restantes {para eliminar d), obtém-se 


2a + big! +9) = 169. 


Como a e b ja sfo conhecidos, temos agora uma equagSo quadrética em g, que 
fornece 


g=2, d = -26 ou g = 1/2, d = 25, 
As progressdes sSo 


68, 42, 16 17, 42, 67 
ou 
17, 34, 68 68, 34, 17 
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14. Se a e —a forem rafzes de menor valor absoluto, elas serdo consecu: 
tivas na progressSo, a qual terd a forma 


3a, —a, a, 3a. 


Portanto, 0 primeiro membro da equacdo deverd assumir a forma 
te? — 37) (x? — 9a). 


Efetuando a muitiplicaggo e comparando os coeficientes de poténcias iguais, obte- 
mos © sistema 


10a? 3m+ 2 
2 


9a = m’. 
Por eliminagéo 
19m? — 108m — 36 = 0. 


De onde m = 6 ou —6/19. 


15. Sejam 2, 8 e ¢ as lados, sendo o dltimo a hipotenusa. As trés partes 
da condicionante sio expressas por 


at+bt+e= 6 
a+ oe = ¢ 
ab = 126 
Observando-se que 
(9 + by? = a + Bb? + 2b 
obtem-se 
(60 — c)? = c? + 24c. 


Portanto, c = 25 e a = 15, b = 20 ou 4 = 20, 6 = 15 (n&o faz dife- 
renca quanto ao trianguio). 
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16, As trés partes da condicionante s&o expressas por 


sen a 
: snp . *. 
& 
c? = a? + b? — 2ab cos 7 


Aeliminagio de a e d fornece 


pe ce? sen? a sen? B 
sen? w@ + sen? 8 — 2senasenScosy 
17, Supomos que 
1 2 a 1 
—_—?+ ta oe nt 
2! 3 (a+ YI (n + 1)! 


Seguindo o modelo da INDUCAO E INDUCAO MATEMATICA, indagamos: a formula 
suposta permaneceré verdadeira quando passamos do velor para o valor seguinte 
n + 1? Juntamente com a formula acima, deveremos ter 


se a a ee akan ATO rs 


2 3t (at +2 iat ay 


Verifique, subtraindo esta ultima da anterior 


+ 
neti 1 f 1 


(a + 2)! {a + ay! (a + 1 


que se reduz a 


a+r? 1 
(n+ Bl (n+ ay 


e esta ultima equacdo é evidentemente verdadeira para nm = 1, 2, 3... de onde, 
seguindo o modelo acima referido, podemos demonstrar a nossa suposicao. 


18. Na enésima linha, 0 segundo membro parece ser 7° e 0 primeiro membro 
parece ser a soma de n termos. O termo final dessa soma é o enésimo numero im- 
Par,ou 2m — 1, em que 
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m=1+2+3+.. ta = 


ver INDUCAO E INDUGAO MATEMATIGA, 4. Portanto, o termo final da soma do pri- 
meiro membro deveré ser 


am- tartan 


Podemos deduzir de duas maneiras © termo inicial da soma considerada: vottando 
dois passos, a partir do termo final, encontrarmos 


(? +a - 1)- An - = —At+i 


enquanto que, avanganda um passo, a partir do termo final, chegamos a 


Ia - 12 + i — -1p +2 


© que, por simplificagdo rotineira, reduz-se 4 mesma coisa: excelente! Podemos, pois, 
afirmar que 


i? on ttt? 1 + tut i +a —- =A 


na qua! o primeiro membro indica a soma de # termos sucessivos de uma progressSo 
aritmética cuja razéo é 2, Se o leitor conhecer a regra para determinar a soma de uma 
tal progressdo (a média aritmética dos termos inicial e final multiplicada pelo némero 
de termos}, poder verificar que 


{n? — n+ 1) + tn? +n — 1) 3 
eg ee a! 


e assim demonstrar a afirmativa. 


(A regra citada pode ser facilmente demonstrada com o auxilio de um figura 
que pouco difere da 18.} 

49. © comprimento do perimetro do hexdgono regular de lado n 6 67. 
Portanto, este perimetro é composte de linhas-limite de comprimento unitério e 
contém Gn vértices. Por conseguinte, na transiggo de n° — 1 para a, VY aumenta 
de Gn unidades e, assim, 


V=t+Ol +2434... +0) = 3024+ Bn 41; 
ver INDUGAO E INDUGAO MATEMATICA, 4. Por 3 diaganais que passam pelo seu cen- 


tro, o hexdgono fica dividido em 6 (grandes) triangulos eqililéteros. Examinando-se 
um deles, verifica-se que 
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T = 61+34+5+...42n ~ 1) = Gr? 


{de acordo com a regra para a soma dos termos de uma progresso aritmética, men- 
cionada na solugéo do problema 18). Os 7 triangulos tém, em conjunto, 3t lados. 
Neste total 37, cada jinha divisoria interna é contada duas vezes, enquanto as Gn 
linhas de per{metro so contadas uma s6 vez. Daf 
2L = 37 + Gn, £ = 9n? + 3n. 
(Para as leitores mais adiantados: do teorema de Euler referente aos poliedros, 
segueseque 7 + V = < + 1. Verifique esta relago!) 


20. Eis um conjunto bem ordenado de problemas andlogos: caicular Ay 

8, Cy 5, e En Cada uma destas grandezas representa o nimero de maneiras 
pelas quais se pode pagar a quantia de n centavos; a diferenga esta nas moedas para 
isso utilizadas: 2 

apenas moedas de 1 centavo 

moedas de 1 e de 5 centavos 

moedas de t, de 5¢ de 10 centavos 

moedas de 1, de 5, de 10 e de 26 centavos 

moedas de 1, de 5, de 10, de 25 e de 50 centavos. 


gr 0 3? > 


Os simboles £,, (agora esté claro o motivo) © A, j4 foram usados antes. 


Todos os modos é maneiras de pagar a quéntia de a centavos com os cinco 
tipos de moedas esto enumeradcs em Ey Podemos, no entanto, distinguir duas 
possibilidades: 

Primeira. Nenhuma moeda de 50 centavos é utilizada. O namero de maneiras 
de assim fazer o pagamento 6 D,, por definicao; 


Segunda. € utilizada uma moeda de 50 centavos (possivel mente mais de uma). 
Depois de ser entregue a primeira moeda de 50 centavos, faitaré a pagar a quantia 
de n ~ 50 centavos, o que pode ser feito de exatamente =n-s0 maneiras, 


Inferimos que 


Au) 
i] 
a) 
+ 
al 


Analogamente, 


P 
ll 
? 
* 
2 


Um pouco de atengdo revelard que estas formulas permanecerdo validas se fi- 
zermos 


Ay = 8) = Cy = 99 =) = 1 


(o que, evidentemente, faz sentido) e considerarmos qualquer uma das quantidades 
An 8, sex é, como iguais a zero quando o seu (ndice for negativo. (Por exemplo, 
Ex5 = Days, coma se vé imediatamente, o que esta de acordo com a nossa primeira 


formula, pois E25 — so = Fas = 0) 


As nossas formulas permitern-nos calcular as quantidades regressivamente, isto 
&, voltando a valores mais baixos de 7 ou a letras anteriores do alfabeto. Por exem- 
plo, podemos calcular C39 por simples soma se C29 e B3q ja forem conhecidos. 
Na tabela abaixo, a linha inicial, corresponde a An ea coluna inicial, corresponde 
a 0, somente contém nimeros iguais a 1. (Por qué?) A partir desses nameros iniciais, 
calculamos regressivamente os outros, por simples somas; qualquer ndmero da tabe- 
la é igual, quer ao numero que the fica acima, quer 4 soma de dois nimeros: 0 que 
Ihe fica acima e um outro situado a sua esquerda. Por exemplo, 


Cao = Brg + Cap = 7+ 9 = 16 


Efetuam-se as contas até £5) = 50: pode-se pagar a quantia de 50 centavos de 
exatamente 50 maneiras diferentes. Levando adiante as contas, o leitor poderé veri- 
ficar por si proprio que E199 = 292: ¢poss/vel trocar um délar de 292 maneiras 
diferentes. 


3 
° 
oa 
3 
a 


20 25 30 #38 40 #45 «50 


An 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
&, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 W 
Cy 1 2 4 6 9 12 16 20 25 2% 36 
Dd, 1 2 4 6 9 13 18 24 (31 3 8649 
E, 1 2 4 6 9 13 18 24 31 39. 50 
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